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Перспективные направления
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Оптические фильтры на основе 

многослойных апериодических 

структур (последовательности 

Фибоначчи, Тью-Морзе, Рудина-

Шапиро), концентраторы для 

сверхтонких фотовольтаических 

элементов на основе спирально 

расположенных массивов точек, 

апериодические структуры на 

основе распределения 

нетривиальных нулей дзета-

функции Римана 



Теория апериодических структур
Изучение структуры икосаэдрических квазикристаллов

 Разработана теория для описания структуры икосаэдрических квазикристаллов 
без привлечения методов многомерной кристаллографии.
 Результаты украсили обложку журнала “Proceedings of the Royal Society A”. 
 Результаты процитированы в журнале “Nature Physics”. 

A.E. Madison // RSC Adv., 2015, 5, 5745-5753.
A.E. Madison // RSC Adv., 2015, 5, 79279-79297.

A.E. Madison, P.A. Madison // Proc. Royal Soc. A, 2019, 475, #20180667.

A.E. Madison, P.A. Madison // Struct. Chem., 2020, 31, 485-505.

Изучение апериодических разбиений с 
симметрией 7-ого порядка

 Получены разбиения с симметрией 7-ого 
порядка. 
 Результаты украсили обложку журнала 
“Structural Chemistry”. 
 Одно из разбиений внесено в «Энциклопедию 
разбиений» университета г. Билефельд под 
названием Madison’s 7-fold tiling. 

A.E. Madison // Struct. Chem., 2017, 28, 57-62.
A.E. Madison // Struct. Chem., 2018, 29, 645-655.

Исследование спектров апериодических структур, 
упорядоченных в соответствии с расположением 

нулей ζ-функции Римана

 Получен спектр с пиками, расположенными в 
соответствии с простыми числами. 

A.E. Madison, P.A. Madison, S.V. Kozyrev. // Struct. Chem., 
2022, DOI: 10.1007/s11224-022-01906-2.

Изучение симметрии подобия 
и криволинейной симметрии

 Результаты украсили обложку журнала 
“Structural Chemistry”. 

А.Е. Мадисон // ФTT, 2013, 55, 784-796.
А.Е. Мадисон // ФTT, 2014, 56, 1651-1661.
A.E. Madison // Struct. Chem., 2015, 26, 923-942.



Nature milestones in crystallography
веха 20: Открытие квазикристаллов

экспериментальное 

открытие,

1982, опубл. 1984

Dan Shechtman Alan Mackay Paul Steinhardt

расчет дифракционной 

картины от паркета 

Пенроуза, предсказание 

квазикристаллов,

1982

теоретическое 

объяснение,

1986

2011



Paul J. Steinhardt
Quasicrystals: A New Class of Ordered Structures, 1984

Quasicrystals I, Quasicrystals II, 1986

1. Упаковки содержат 4 типа элементарных 

ячеек: триаконтаэдр, ромбический 

икосаэдр, ромбический додекаэдр, 

«золотой» ромбоэдр.

2. Существует 3 упаковки с 

икосаэдрической симметрией. Одна из них 

в центре имеет триаконтаэдр, а следующий 

слой образуют 30 ромбических 

додекаэдров. Две другие в центре имеют 

звезду ромбоэдров, а следующий слой для 

одной из них образуют 12 икосаэдров, а 

для другой – 12 триаконтаэдров.

3. Упаковки обладают свойством 

гомогенности наподобие разбиения 

Пенроуза.



// Nature Materials (2007) 6: 58-63. 



Модель кластеров Tsai



Модель кластеров Tsai
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Yb-Cd



Метод четырех элементарных ячеек

4 типа элементарных ячеек 3 варианта инициализации

A B C

правила подстановок

Теория групп:
орбита и 

стабилизатор

итерации декорирование

Определяются: тип ячейки, координаты центра ячейки, ориентация



A.E. Madison
RSC Advances, 2015, 5, 5745-5753. 

RSC Advances, 2015, 5, 79279–79297.



Inflation/deflation rules for golden zonohedra



Rhombic triacontahedron



A-type



B-type



Local matching rules



normal to the 5-fold axis



normal to the 2-fold axis



normal to the 3-fold axis



Looking for alternatives to the superspace description 
of icosahedral quasicrystals



Spektrum der Wissenschaft



Jeon, Kwon, Hur, 2017Madison, 2015



Jeon, Kwon, Hur, 2017Madison, 2015



A.E. Madison, P.A. Madison
Structure of icosahedral quasicrystals within the multiple cell approach

Structural Chemistry, 2020, 31, 485–505. 



Генерация упаковки

Правила подстановки



Генерация упаковки

Инициализация



Генерация упаковки

Итерации



Декорирование упаковки



Концепция элементарных ячеек



A



B



C



Теория строения икосаэдрических квазикристаллов



3 типа 
квази-

решеток

P, I, F



3 типа 

узлов
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I-тип
Формализация 

правил 

подстановок
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Тетраэдры 

Данцера 

и 

зоноэдры



Правила 

подстановок
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Новый тип когерентных границ и модулярных структур



Octet truss
Alexander Graham Bell (~1900); Richard Buckminster Fuller (~1950)



Гипотеза Кеплера



H.S.M. Coxeter



Polytope {3,3,5} - icosahedral packing

10, 20



Multilayer icosahedral packing

10, 20, 30



Multilayer icosahedral packing

10, 20, 30, 40



ВЫВОДЫ
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1. Обеспечивается описание икосаэдрических 

квазикристаллов всех трех типов: P, I, F.

2. Строго соблюдается икосаэдрическая симметрия.

3. Не нарушается самоподобие упаковок; масштабный 

множитель всегда равен кубу золотого сечения.

4. Доказано, что в любой икосаэдрической упаковке 

существует в точности 3 типа характерных кластеров, 

при этом эквивалентные узлы всегда заполняются 

одинаковыми кластерами. (!)

5. Показана возможность описания структур с группами 

симметрии Ih и I и доказана возможность 

существования энантиоморфизма.



Иерархические каркасы на основе икосаэдрических квазикристаллов

51



Перспективы в структурном анализе,
фотонике, стелс-технологиях и криптографии



Inflation vs projection



Enantiomorphism M.C. Escher. Five tetrahedra



Weining Man, Mischa Megens, Paul J. Steinhardt, P.M. Chaikin,
Experimental measurement of the photonic properties of icosahedral quasicrystals,

Nature, 436, 993–996 (2005)



Steinhardt et al., 2005 



Rima Ajlouni,
Quasi-periodic Geometry for Architectural Acoustics 

ENQUIRY: The ARCC Journal for Architectural Research, 15, 42-61 (2018)



Rima Ajlouni, 2018



Svetlana V. Boriskina, 
Quasicrystals: Making invisible materials

Nature Photonics, 9, 422-424 (2015)



A.E. Madison 

Constructing 
Penrose-like 

tilings 
with 7-fold 
symmetry

Structural 
Chemistry, 2018, 

29, 645-655. 



Emil Makovicky Istvan Hargittai



Апериодические мозаики в архитектуре и искусстве

Сквер 
перед входом в здание 

математического факультета 

университета Оксфорда.

Andrew Wiles Building 

Оксфорд, Великобритания

© Wikimedia  ommons.



Апериодические мозаики в архитектуре и искусстве

Мозаика у фонтана, Фец, Марокко

иллюстрация из книги E. Makovicky. Symmetry: Through the eyes of old masters, 2016



Примеры разбиений 7-го порядка

Ludwig Danzer, 1996 Alan Schoen, 1987



Alan H. Schoen
Geometry Garret 



Stefan Pautze

Cyclotomic aperiodic substitution tilings 
Symmetry, 2017, 9, #19. 



7-fold







7-fold



7-fold

готовится к печати



Ромбы или зоногоны?

готовится к печати



Использование апериодических мозаик в дизайне

Мозаика с симметрией 7-го порядка. Фотопечать на посуде.

Мозаика разработана авторами, фотопечать также осуществлена авторами.



Tilings encyclopedia

https://tilings.math.uni-bielefeld.de/substitution/ 

Madison

https://tilings.math.uni-bielefeld.de/substitution/


9-fold

готовится к печати



14/7



14/7-fold



14/7-fold





J. Rottler, M. Greenwood, B. Ziebarth (2012)



Freemen Dyson
Birds and frogs

Notices of the AMS, 56, 212-223 (2009). 

На ум приходит связь между одномерными 

квазикристаллами и гипотезой Римана. Если 

гипотеза Римана верна, тогда нули дзета-

функции образуют одномерный квазикристалл 

по определению. Они представляют собой 

распределение точечных масс вдоль прямой 

линии, а их Фурье-образом также, скорее всего, 

является распределение точечных масс – по 

одной на каждый логарифм простого числа и 

степени простого числа. 

Первые численные расчеты: Одлыжко, 1990

A.M. Odlyzko (1990) Primes, quantum chaos, and computers. In: Number theory: Proceedings 

of a symposium. Board on Mathematical Sciences, National Research Council, p. 35–46.



Barry Mazur & William Stein



Barry Mazur & William Stein



The n- ategory  afé
The Riemann Hypothesis (Part 1), 

John Baez, 2019
Quasicrystals and the Riemann 

Hypothesis, John Baez, 2013



A.E. Madison, P.A. Madison, S.V. Kozyrev (2022)

фон Мангольдт →

Чебышев

Мёбиус →

Мертенс



A.E. Madison, P.A. Madison, S.V. Kozyrev (2022)



A.E. Madison, P.A. Madison, S.V. Kozyrev (2022)

Простые числа = спектр



A.E. Madison, P.A. Madison, S.V. Kozyrev (2022)
Aperiodic Crystals, Riemann Zeta Function and Primes,

Struct. Chem. 



Апериодическая 

дифракционная решетка



Спектр распределения корней ζ-функции Римана

Madison A.E., Madison P.A., Kozyrev S.V. Aperiodic crystals, Riemann zeta function, and primes // Struct. Chem., 2023.

Ожидаемые положения пиков: Ожидаемые амплитуды пиков:



Дифракционная апериодическая квазирешетка

Атомно-силовая микроскопия поверхности
подложки

Шаблон для силовой литографии



Приборная реализация эксперимента
по наблюдению дифракционной картины

a = 1.0

N = 29



Интерпретация дифракционной картины

a = 0.8



Интерпретация дифракционной картины



Шаблоны дифракционных решёток
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a = 1.0

Шаблон 5  5 мм Увеличено: область  11 мм  



ВЫВОД

1. Создан прототип дифракционного оптического 

элемента нового типа – апериодической 

дифракционной решетки, основанной на связи между 

простыми числами и нулями дзета-функции Римана.

2. Дифракция Брэгга – не единственный вариант 

конструктивного сложения волн.



Современная кристаллография



Circle limit IV

I’ve been killing myself, first to finally finish that litho …

… this piece of work means a “milestone” in my development and that, beside myself, 

there will never be anyone else who’ll realize that.

M.C. Escher, 1960 



M.C. Escher

Sphere spirals, 1958 Whirlpools, 1957



Немногие почитатели таланта Эшера знают, 

что этот знаменитый художник часто черпал 

свое вдохновение непосредственно из работ 

“неизвестных” математиков. Вся его работа 

часто состояла в простом добавлении 

декораций к самоинверсным мозаикам, 

известным еще Пуанкаре и представленным 

в многочисленных иллюстрациях к 

монографии Клейна и Фрике.

B. Mandelbrot, Fractal Geometry of Nature, 

1983 

B. Mandelbrot



Felix Klein

F. Klein. Vorlesungen zur Theorie der automorphen Funktionen, 1897



David Mumford

Говорят, что в раю великого бога Индры висит огромная сияющая сеть. Она тоньше, 

чем паутина, и достигает самых дальних концов вселенной. Всюду, где пересекаются 

ее прозрачные нити, висит по блестящей жемчужине. Так как сеть бесконечна, то 

бесконечно и число жемчужин. В блестящей поверхности каждой жемчужины 

отражаются все остальные жемчужины, даже те, что находятся в самых удаленных 

уголках рая. В каждом же отражении бесконечно много жемчужин отражаются снова, 

так что этот процесс – отражение отражений – продолжается без конца. 



Schottky Group Generation



Описывая впоследствии свое пребывание в сумасшедшем доме, Швейк отзывался об 

этом учреждении с необычайной похвалой. 

— По правде сказать, я не знаю, почему эти сумасшедшие сердятся, что их там держат. 

…

Познакомился я там с несколькими профессорами. Один из них все время ходил за мной 

по пятам и разъяснял, что прародина цыган была в Крконошах, а другой доказывал, что 

внутри земного шара имеется другой шар, значительно больше наружного. В 

сумасшедшем доме каждый мог говорить все, что взбредет ему в голову, словно в 

парламенте. 



Стереографическая проекция
+ поворот сферы Римана

D. Mumford et al. Indra’s Pearls, 2002



Водовороты



Гомография Мёбиуса 
(группа дробно-линейных преобразований):

элементарные операции симметрии

1. Translation w = z + z0

2. Rotation w = ei z 

3. Reflection w = z* (complex conjugate)

4. Scaling – homothety w = k z 

5. Reflection in circle - Möbius involution

w = 1 / z 



Круговое свойство гомографии

Окружность всегда 
переходит в 
окружность

Прямая 
эквивалентна 
окружности 

бесконечного 
радиуса



H.S.M. Coxeter

How Euclidean geometry, in which lines and planes play a fundamental role, can 

be extended to inversive geometry, in which this role is taken over by circles and 

spheres?

“Introduction to Geometry”



Планируемые работы

110

1. Описание икосаэдрических квазикристаллов всех 

трех типов (P, I, F) – неэквивалентные позиции.

2. Аналоги разбиения Пенроуза с осями симметрии 

более высоких порядков.

3. Симметрия самоподобия и отражения в 

цилиндрических зеркалах.

4. Самодуальные алмазоподобные кластеры.

5. Кулоновские решеточные суммы (экспоненциальная 

сходимость рядов).

6. Динамика решеток (учет вклада от магнитного поля).

7. Коррелированные твердые растворы (асимметрия 

кривой спинодального распада).

8. SiC, ISFET, апериодические детерминированные 

структуры.
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