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Введение 

Структурирование света – это активно развивающееся направление совре-

менной оптики, связанное с созданием и применением световых полей с управляе-

мой интенсивностью, поляризацией, фазой и когерентностью, а также развитием 

теоретических подходов к описанию такого рода эффектов [1]. Хорошо извест-

ными представителями семейства структурированных пучков являются оптиче-

ские вихри, обладающие ненулевым орбитальным угловым моментом, а также век-

торные пучки, характеризующиеся неоднородным в пространстве распределением 

поляризации. Одним из способов создания структурированного света является ко-

ническая рефракция [2]. Данное явление возникает при прохождении луча света 

вдоль одной из оптических осей двуосного кристалла. В результате, внутри кри-

сталла идеально коллимированный луч преломится по полому световому конусу, а 

на выходе из кристалла будет наблюдаться полый световой цилиндр.  

Можно выделить три основных характеристики конической рефракции, ко-

торые привлекают к себе активное внимание научного сообщества. Во-первых, ко-

ническая рефракция обладает нестандартной пространственной эволюцией [3]. 

Данное свойство используется для микроскопии высокого разрешения [4,5], созда-

ния лазеров на основе конической рефракции [6,7], а также для оптического мани-

пулирования и захвата микрочастиц [8,9]. Во-вторых, состояние поляризации 

пучка конической рефракции непрерывно изменяется в плоскости [10]. Такие 

пучки называют поляризационно-неоднородными и используют для создания оп-

тических преобразователей поляризации [11], систем мультиплексирования и де-

мультиплексирования [12], формирования моно- или полихроматического структу-

рированного света [13,14], поляриметрических измерений [15,16] и оптических 

датчиков [17]. И, в-третьих, пучок конической рефракции имеет дробный орбиталь-

ный угловой момент [18]. Эта особенность обеспечивает важные практические 

приложения, такие как генерация и аннигиляция оптических вихрей [19,20], а 

также генерация суммарных и высших гармоник [21,22]. Примечательно, что, не-

смотря на почти двухвековую историю данного оптического явления, коническая 
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рефракция до сих пор привлекает к себе большое внимание и продолжает удивлять 

множеством новых открытий, а теория этого эффекта остается неполной. 

В подавляющем большинстве современных экспериментальных работ по 

изучению конической рефракции в качестве источника излучения используется га-

зовый или твердотельный лазер. Однако, для практического применения данного 

явления большой интерес представляет исследование конической рефракции ча-

стично когерентного излучения. С практической точки зрения это очень выгодно 

благодаря свойствам низко когерентных источников света, таких как лазерные ди-

оды и светодиоды, которые просты, компактны и очень экономичны. Кроме того, 

пространственная когерентность дает дополнительную возможность управлять 

свойствами света, помимо уникальных поляризационных, фазовых и простран-

ственных характеристик, связанных с конической рефракцией. В результате иссле-

дование конической рефракции частично когерентного излучения окажет непо-

средственное влияние на многие приложения структурированного света с контро-

лем когерентности, включая оптическое когерентное шифрование, оптическую 

связь в свободном пространстве и профилирование пучка. Однако последователь-

ная теория конической рефракции частично когерентного света к настоящему вре-

мени отсутствует. 

 Сказанное выше обуславливает актуальность темы диссертацию.  

 Целью работы является теоретическое исследование фундаментальных осо-

бенностей конической рефракции излучения с частичной пространственной коге-

рентностью. 

 Достижение этой цели сводится к решению конкретных задач: 

1. Построить строгую теорию конической рефракции излучения с частичной 

пространственной когерентностью.  

2. Разработать аналитическую модель конической рефракции лагерр-гауссо-

вых мод и обобщенных бессель-гауссовых пучков.   
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3. На основе развитой теории объяснить рост количества темных колец в фо-

кальной плоскости и эффект сближения пятен Рамана при увеличении ор-

битального углового момента оптического вихря. Рассчитать простран-

ственную эволюцию распределения интенсивности конической рефрак-

ции гауссовского источника модели Шелла. Исследовать влияние степени 

когерентности источника излучения на двух-кольцевое распределение ин-

тенсивности в фокальной плоскости и формирование пятен Рамана в даль-

нем поле. 

Научная новизна результатов исследования: 

1. Предложена неинтегральная модель конической рефракции, в которой элек-

трическое поле за выходной гранью двуосного кристалла выражается через 

обобщенные бессель-гауссовы пучки, обладающие простой и наглядной про-

странственной эволюцией.  

2. Теоретически рассмотрена коническая рефракция обобщенных бессель-гаус-

совых пучков и предсказаны новые эффекты, такие как сдвиг ллойдовской 

плоскости, инверсия пятен Рамана и формирование бутылочных пучков в 

дальнем поле. 

3. Предложено два метода расчета корреляционных функций конической ре-

фракции частично когерентного света, использующие представление источ-

ника излучения по когерентным модам и псевдо-модам. В рамках первого 

метода корреляционные функции излучения выражаются через суперпози-

цию интегралов Бельского-Хапалюка-Берри. Второй метод позволяет приме-

нить построенную бессель-гауссову модель конической рефракции для опи-

сания пространственной эволюции интенсивности конической рефракции ча-

стично когерентного излучения.  

4. Предсказано, обнаружено и объяснено исчезновение темного кольца Погген-

дорффа в фокальной плоскости конической рефракции при уменьшении сте-

пени пространственной когерентности источника излучения. 
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5. Дано теоретическое объяснение эффекта сближения пятен Рамана, незави-

симо возникающего при увеличении углового орбитального момента света, 

росте числовой апертуры и уменьшении степени когерентности падающего 

на двуосный кристалл излучения. 

6. Предсказано бездифракционное распространение пучка конической рефрак-

ции низко-когерентного излучения в дальнем поле, обусловленное интерфе-

ренционной фокусировкой. 

Практическая и теоретическая значимость работы:  

1. Построена теория конической рефракции частично когерентного излучения.  

2. Построена простая и наглядная бессель-гауссова модель конической рефрак-

ции, математический аппарат которой значительно проще ныне существую-

щих теорий, при том же уровне качественного описания всех характерных 

особенностей изучаемого явления.  

3. В рамках построенной модели объяснен рост количества темных колец в фо-

кальной плоскости и предсказано сближение пятен Рамана при увеличении 

орбитального углового момента оптического вихря.  

4. Выполненный теоретический анализ пространственной эволюции кониче-

ской рефракции обобщенных бессель-гауссовых пучков позволил объяснить 

поляризационную структуру конусов конической рефракции и предсказать 

новый способ формирования световых капельных пучков или оптических 

капсул.  

5. Численно и аналитически рассчитана пространственная эволюция распреде-

ления интенсивности пучка конической рефракции гауссовского источника 

модели Шелла.  

6. Предложен новый способ генерации бездифракционных пучков структури-

рованного света при помощи конической рефракции низко-когерентного из-

лучения.  
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Методология и методы исследования. Результаты, приведённые в диссер-

тации, получены с помощью современных методов теоретической и математиче-

ской физики. Распространение частично когерентного света в двуосных кристаллах 

и в свободном пространстве рассматривается с помощью параксиальной оптики и 

теории оптической когерентности второго порядка. При описании рассматривае-

мых явлений необходимая точность и надежность результатов обеспечивается со-

четанием аналитических подходов и методов численного моделирования.  

 Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Оптический пучок, формирующийся при конической рефракции пучка Ла-

герра-Гаусса, может быть теоретически описан при помощи обобщенного 

векторного бессель-гауссова пучка с эффективной шириной и образующим 

углом, зависящими соответственно от радиального и орбитального индексов 

и ширины входного пучка.  

2. Расстояние между пятами Рамана при конической рефракции низкокогерент-

ного света пропорционально длине его когерентности.  

3. Ширина поперечного распределения интенсивности пучка конической ре-

фракции низкокогерентного излучения в дальнем поле не зависит от про-

дольной координаты, что проявляется в распространении света без дифрак-

ционной расходимости на расстояние, определяемое произведением длины 

Релея входного пучка на отношение радиуса кольца конической рефракции к 

его толщине.  

4. Степень когерентности, описывающая подавление интерференционного 

вклада в распределение интенсивности излучения и исчезновение темного 

кольца Поггендорффа при конической рефракции гауссовского источника 

модели Шелла, растет пропорционально квадрату длины когерентности при 

низкой когерентности и увеличивается как функция Гаусса при высокой ко-

герентности. 
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Апробация работы: Основные результаты работы докладывались на науч-

ных семинарах ФТИ им. А.Ф. Иоффе РАН; международных научных конферен-

циях «CLEO/Europe» (Мюнхен 2019, 2021), «Laser Optics» (Санкт-Петербург 2018, 

2020, 2022), «ФизикA.CПб» (Санкт-Петербург 2019), международной зимней 

школе по физике полупроводников (Санкт-Петербург 2020). Диссертационная ра-

бота была выполнена при поддержке гранта фонда развития теоретической физики 

и математики «Базис» №21-1-5-76-1.  

Личный вклад: Основные результаты, представленные в данной диссерта-

ции, были получены автором лично. Выбор темы и общего направления исследо-

вания, обсуждение и постановка задач осуществлялись совместно с научным руко-

водителем.  

Публикации: Основные результаты по теме диссертации изложены в 9 пе-

чатных изданиях, из которых 3 изданы в рекомендованных ВАК научных журна-

лах,  входящих в квартиль Q1 по Web of Science и Scopus, а 6 –– в тезисах докладов, 

индексируемых в Web of Science и Scopus. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех 

глав, заключения и списка литературы. Каждая глава состоит из собственного вве-

дения, основной части и заключения. Диссертация содержит 120 страниц текста, 

включая 29 рисунка. Список цитируемой литературы содержит 110 наименований. 

Во введении раскрыта актуальность проведённых исследований, сформули-

рованы цель, поставлены задачи, излагается научная новизна представляемой ра-

боты, сформулированы научные положения, выносимые на защиту. 

Первая глава диссертации представляет собой обзор литературы и состоит 

из трех разделов. В первом разделе проводится обзор исследований, посвященных 

конической рефракции когерентного излучения. Описываются основные свойства 

конической рефракции, связанные с фокальной плоскостью (кольца Погген-

дорффа), пространственной эволюцией (пятна Рамана), поляризационной и вихре-

вой структурой пучка. Во втором разделе приводятся основные положения парак-
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сиальной теории конической рефракции Бельского-Хапалюка-Берри [23]. На при-

мере конической рефракции гауссова пучка с линейной и циркулярной поляриза-

цией, а также конической рефракции оптического вихря, обсуждаются характер-

ные особенности распространения когерентного излучения вдоль оптической оси 

двуосного кристалла. Рассматривается двух-конусная модель конической рефрак-

ции [24] и интерференционная природа темного кольца Поггендорффа в фокальной 

плоскости. В третьем разделе описываются практические применения конической 

рефракции, связанные с оптическим захватом и манипулированием микрочасти-

цами, лазерами на основе конической рефракции, поляризационной метрологией и 

генерацией оптических вихрей.  

Во второй главе диссертации разработана простая и наглядная модель кони-

ческой рефракции, основную роль в которой играют обобщенные бессель-гауссовы 

пучки. Математический аппарат модели значительно проще ныне существующих 

теорий, при том же уровне качественного описания всех характерных особенностей 

изучаемого явления. Построенная модель позволяет найти наглядное объяснение 

для новых экспериментальных наблюдений. Особенно, в тех случаях, где исполь-

зование ранее известной теории затрудненно, в связи с ее сложным математиче-

ским аппаратом. В §2.1 дается введение в проблему и формулируется план решения 

задачи. В §2.2 построена бессель-гауссова модель конической рефракции. В рамках 

построенной модели электрическое поле за выходной гранью кристалла можно вы-

разить через векторные обобщенные бессель-гауссовы пучки. В §2.3 элегантные 

лагерр-гауссовы моды рассматриваются в качестве полного набора функций, к ко-

торым будет применятся бессель-гауссова модель. В §2.4 получена связь между 

эффективной шириной и углом наклона векторного обобщенного бессель-гауссова 

пучка и шириной, а также модовыми индексами элегантной лагерр-гауссовой 

моды. В §2.5 рассматривается распределение интенсивности конической рефрак-

ции элегантной лагерр-гауссовой моды в фокальной плоскости и вблизи нее. В рам-

ках полученной бессель-гауссовой модели объяснен переход от классического 

двух-кольцевого распределения интенсивности к многокольцевому [20,25]. В §2.6 
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рассматривается распределение интенсивности конической рефракции элегантной 

лагерр-гауссовой моды в дальнем поле. Предсказывается эффект сближение пятен 

Рамана при увеличении модовых индексов пучка. В §2.7 обсуждается границы при-

менимости построенной бессель-гауссовой модели. Тесная взаимосвязь между ко-

нической рефракцией и обобщенными бессель-гауссовыми пучками глубже иссле-

дуется в §2.8. Рассматривается обобщение построенной бессель-гауссовой модели 

на случай произвольного бессель-гауссова пучка. В пункте §2.9 рассматривается 

коническая рефракция обобщенных бессель-гауссовых пучков. Рассчитывается 

пространственная эволюция и обсуждаются новые эффекты: сдвиг Ллойдовской 

плоскости, инверсия пятен Рамана и формирование бутылочных пучков. Также с 

помощью геометрической оптики объясняется формирование поляризационного 

паттерна конической рефракции.  

 В третьей главе диссертации проведено теоретическое исследование 

свойств конической рефракции частично когерентного излучения. В §3.1 дается 

введение в проблему и формулируется план решения задачи. В §3.2 построена тео-

рия конической рефракции частично когерентного излучения, базирующаяся на 

теории Бельского–Хапалюка–Берри [23], двух-конусной модели конической ре-

фракции [24] и теории оптической когерентности второго порядка [26]. Получено 

соотношение между взаимной спектральной плотностью падающего на кристалл 

излучения и матрицей когерентности орбитальных угловых моментов (КОУМ) 

[27], описывающей корреляции компонент электрического поля с различными ор-

битальными угловыми моментами. Также получена связь матрицы КОУМ с пара-

метрами Стокса.  

В §3.3 рассматривается гауссовский источник модели Шелла. В §3.4 значи-

тельно упрощено выражение для матрицы КОУМ конической рефракции гауссов-

ского источника модели Шелла. Для этого использовано представление взаимной 

спектральной плотности источника через некогерентную суперпозицию полно-

стью когерентных лагерр-гауссовых мод. Однако, представление по когерентным 
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модам, удобное при проведении численного расчета, не дает интуитивного физи-

ческого понимания возникающих явлений. Для получения аналитических выраже-

ний и соответствующего им физического смысла в §3.5 использовалось псевдо-мо-

довое представление гауссовского источника модели Шелла. §3.6 посвящен описа-

нию экспериментов по конической рефракции частично когерентного излучения. 

В §3.7 построена феноменологическая модель распределения интенсивности пучка 

конической рефракции частично когерентного излучения в фокальной плоскости. 

В §3.8 строго обоснована феноменологическая модель конической рефракции ча-

стично когерентного излучения. В §3.9 обсуждаются эффекты, возникающие в 

дальнем поле конической рефракции частично когерентного излучения. В §3.10 

обобщаются все предсказанные эффекты для конической рефракцией частично ко-

герентного излучения. В заключении приведены основные результаты работы.  

Формулы и рисунки в диссертации нумеруются по главам, нумерация лите-

ратуры единая для всего текста.  
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Глава 1 Современное состояние теории конической рефракции когерентного 

излучения 

1.1. Коническая рефракция – явление с почти двухсотлетней историей 

Как известно, при распространении излучения в одноосном кристалле наблю-

дается эффект двулучепреломления. Так, входящий пучок внутри кристалла рас-

щепляется на обыкновенный и необыкновенный луч. Лучи распространяются в 

кристалле по разным направлениям и имеют взаимно ортогональные состояния ли-

нейной поляризации. В двуосных кристаллах (т.е. в кристаллах, в которых все три 

коэффициента преломления различны) также возможно наблюдать эффект двулу-

чепреломления. Однако, если выбрать направление распространения света вдоль 

одной из оптических осей кристалла, на выходе из кристалла наблюдается принци-

пиальное изменение картины преломления: луч света преобразуется в полый све-

товой конус внутри кристалла, с угловым раствором 2A= 2((n2 - n1)(n3 – n2))
1/2/n2, 

определяемым коэффициентами преломления кристалла (n1 < n2 < n3). На выходе из 

кристалла излучение преобразуется в полый световой цилиндр, как показано на 

рис. 1.1. 

 

Рисунок 1.1 Пространственная эволюция пучка света, с шириной w0, прошедшего вдоль одной 

из осей двуосного кристалла, c длиной L. Внутри кристалла свет распространяется по полому 

конусу, с углом раствора 2A, а на выходе из кристалла будет наблюдаться кольцо с радиусом 

R0 = AL [2].  
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Если поместить экран напротив кристалла, то на экране будет наблюдаться 

яркое кольцо радиуса R0 = AL , где L – длина кристалла. Данное явление было пред-

сказано Уильямом Гамильтоном в 1832 г. и названо конической рефракцией (КР) 

[28]. Спустя почти год, Хэмфри Ллойд в своих экспериментах впервые экспери-

ментально обнаружил явление конической рефракции [29]. Подобное поведение 

света при прохождении вдоль оптической оси объясняется особенностью поверх-

ности волновых векторов кристалла, которая вблизи оптической оси имеет вид ко-

нуса. В результате, свет преломляется по бесконечному числу направлений, что 

приводит к формированию конической рефракции.  

Необходимо упомянуть, что Гамильтон в своей фундаментальной работе рас-

сматривал распространение плоской волны строго вдоль оптической оси двуосного 

кристалла. В реальности любой физический пучок состоит из суперпозиции плос-

ких волны, которые могут распространяться под небольшими углами относительно 

оптической оси. В результате, пучок обладает малым, но конечным углом расходи-

мости. В этом случае, на экране после кристалла будет наблюдаться два ярких 

кольца, разделенные тонким темным кольцом, названным в честь его первооткры-

вателя – кольцом Поггендорффа [30] (Рис. 1.2). В первых опытах Ллойда данное 

темное кольцо не наблюдалось. Позднее, в работах Бира [31] и Хайдингера [32], это 

явление по неизвестным причинам, также не было обнаружено.  

Спустя почти полувека в 1905 году Войгт представил исчерпывающую ра-

боту, в которой обсудил все известные на тот момент свойства конической рефрак-

ции, подробно проанализировав предшествующую теорию и эксперимент. Он 

также предложил теоретическое объяснение возникновения темного кольца Пог-

гендорффа в рамках суперпозиции конических световых волн с обыкновенной и 

необыкновенной поляризацией, которые генерируются двуосным кристаллом [33]. 

Его интерпретация основана на пропорциональности угла, под которым распро-

страняется излучения на выходе из кристалла, углу падающего на кристалл пучка. 

И, так как полная энергия волн с нулевым углом распространения равна нулю, 
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можно сделать вывод, что темное кольцо Поггендорффа объясняется в рамках гео-

метрической оптики. Объяснение Войгта широко распространено в настоящее 

время и цитируется в учебниках по классической оптике [34], несмотря на то, что 

подобная интерпретация может привести к появлению темной области внутри лю-

бого пучка. Далее мы еще вернемся к обсуждению природы темного кольца Пог-

гендорффа.  

 

Рисунок 1.2 Распределение интенсивности пучка в фокальной плоскости, на котором отчет-

ливо видно темное кольцо Поггендорффа, расположенное между двух ярких колец.  

В 1920-1940х годах Раман опубликовал серию работ по внешней и внутрен-

ней конической рефракции [35–37] в кристаллах нафталина. У данного материала 

эффективность двулучепреломления в десять раз больше, чем у арагонита, который 

использовался в ранних экспериментах Ллойда и Поггендорффа. Раман подтвердил 

наличие темного кольца Поггендорффа и изучил поперечное распределение интен-

сивности вдоль направления распространения излучения (Рис. 1.3). Так, если плос-

кость наблюдения отодвигать от фокальной (ллойдовской) плоскости, то яркость 

колец будет становиться все меньше. Достаточно далеко от фокальной плоскости 

внутреннее кольцо превращается в яркое пятно, которое далее распространяется 
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вдоль продольной оси. Данное наблюдение стало возможно объяснить только спу-

стя многие десятилетия, когда была создана параксиальная теория конической ре-

фракции.        

 

Рисунок 1.3 (a) Пространственная эволюция конической рефракции неполяризованного гаус-

сова пучка внутри кристалла и в свободном пространстве за выходной гранью кристалла. (b) 

Соответствующие характерные поперечные распределения интенсивности.  

 Впоследствии, Лалор [38,39] опубликовал две статьи, в которых рассчитал 

угловое распределение электромагнитного поля, распространяющегося в анизо-

тропном кристалле с точки зрения дифракционной теории. Квинтэссенцией этих 

двух работ стала статья «Аналитический подход к теории внутренней конической 

рефракции», в которой преобразование Фурье играло центральную роль для опи-

сания конической рефракции [40]. Полученные теоретические предсказания были 

проверены в экспериментах Перкальскиса и Михайльченко [41]. 
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В 1978 году Бельский и Хапалюк [42] представили полную параксиальную 

дифракционную теорию внешней и внутренней конической рефракции в двуосных 

кристаллах. В этих работах четко установлена связь между новой теорией и выра-

жениями, полученными ранее Лалором, а также представлена элегантная и ком-

пактная формулировка теории конической рефракции. В рамках построенного фор-

мализма электрическое поле перед кристаллом представляется в виде суперпози-

ции плоских волн. Каждая волна вследствие двулучепреломления, приобретает 

свой набег фаз, а на выходе из кристалла, складываясь, волны дают результирую-

щее распределение поля конической рефракции. Предсказанные на основе предло-

женной теории явления были экспериментально подтверждены в работе Февы и др. 

[43], в которых использовался кристалл КТР (титанил фосфата калия). Впослед-

ствии, теория Бельского и Хапалюка была расширена в работе [44], а также обоб-

щена на случай гиротропных кристаллов [45]. В этих работах было показано, что 

параметр ρ0 = R0/w0 ( 0R  - радиус кольца  конической рефракции, 
0w  - перетяжка ис-

ходного пучка)  определяет пространственную эволюцию распределения интенсив-

ности конической рефракции. Также Белафхал в своей работе получил асимптоти-

ческие ряды, описывающие коническую рефракцию в пределе бесконечно узкого 

кольца (ρ0→∞) [46]. 

Спустя 172 года после того, как Гамильтон впервые предсказал коническую 

рефракцию, Майкл Берри изящнейшим образом переформулировал теорию Бель-

ского и Хапалюка [23]. Он использовал дифракционную параксиальную оптику и 

представил действие двуосного кристалла в виде унитарного преобразования над 

суперпозицией плоских волн, падающих на кристалл. Также в его работе получены 

аналитические формулы, описывающие двух-кольцевое распределение в Ллойдов-

ской плоскости и пятно Рамана. Работа Берри, вместе с новыми эксперименталь-

ными данными, полученными при использовании высококачественного кристалла 

KGW [47], стали новой отправной точкой для оптики двуосных кристаллов. Бурно 

начали развиваться практические применения конической рефракции. Наиболее 
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известны следующие из них: оптическое манипулирование и захват микрочастиц 

[8,48–51], создание лазеров на основе конической рефракции [6,7,52,53], ее исполь-

зование в сверхразрешающей микроскопии [54,55].  

1.2. Теория конической рефракции когерентного излучения 

В этом разделе мы обсудим современную теорию конической рефракции, ко-

торая были впервые сформулирована Бельским и Хапалюком [42,56], а затем раз-

вита Берри [23]. Центральную роль в предложенном формализме играет электри-

ческое поле излучения, падающего на кристалл. Так, в фокальной плоскости элек-

трическое поле задается вектором E(0)(ρ), где ρ = ρ[cos(φ), sin(φ)] = r/w0 - попереч-

ный радиус-вектор, нормированный на перетяжку пучка w0. Применим преобразо-

вания Фурье к электрическому полю исходного светового пучка, представив его в 

виде суперпозиции плоских волн с безразмерными поперечными волновыми век-

торами κ = κ[cos(θκ), sin(θκ)]: 

 
2

(0) (0)d
( ) exp( ) ( ) .

2
i


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ρ
Eκ ρ ρE κ  (1.1) 

Далее мы будем использовать знак «~», чтобы отличать преобразование Фурье 

функции от самой функции. В результате, электрическое поле результирующего 

пучка после прохождения через двуосный кристалл будет иметь вид [23]:  
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где Û(κ) - унитарное преобразование кристалла конической рефракции над плоской 

волной с поперечным волновым вектором κ, ξ = z/k0w0
2 – продольная координата, 

нормированная на длину Рэлея падающего пучка, k0 – волновое число света в ваку-

уме. Далее задача будет рассматриваться только в рамках параксиального прибли-

жения, когда поперечный волновой вектор много меньше продольного волнового 
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вектора и распространение света происходит на небольшие углы относительно оп-

тических осей кристалла. Берри было показано, что унитарное преобразование 

Û(κ), в этом случае, имеет следующий вид [23]: 

 0
ˆ ( ) exp( ),U i  κ sκ  (1.3) 

где s = (σ3, σ1), а σ3 и σ1 соответствующие матрицы Паули, ρ0 = R0/w0 - нормирован-

ный радиус кольца конической рефракции, который играет центральную роль в 

определении результирующего распределения интенсивности пучка. Можно при-

вести полученное унитарное преобразование (1.3) к более удобному для использо-

вания виду: 

 0
0

sin( )ˆ ˆ( ) cos( )I ,U i





  κ sκ  (1.4) 

где Î - единичная матрица 2x2. Подставляя унитарное преобразование (1.4) в выра-

жение для вектора электрического поля (1.2) и переходя в цилиндрические коорди-

наты, получим: 
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где M - матрица, смешивающая орбитальные и поляризационные степени свободы 

пучка: 
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Выражение (1.5), таким образом, задает вид электрического поля пучка конической 

рефракции для произвольного профиля поля, падающего на кристалл.  

В работе Берри [23] далее рассматривается цилиндрически симметричный и 

однородно поляризованный пучок света с вектором поляризации ein = [dx, dy]. В 

этом случае, вид падающего на кристалл электрического поля в прямом и обратном 
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пространстве значительно упрощается, E(0)(ρ) = Ɛ(ρ)ein и Ẽ(0)(κ) = Ɛ̃(κ)ein, причем 

амплитуда поля в обратном пространстве задается преобразованием Ханкеля:  

 0

0

( )  ( ) ( ),d J  


   (1.7) 

где Jn(x) - функция Бесселя порядка n. Так как электрическое поле пучка не зависит 

от угловой координаты, проинтегрируем по углу θκ в выражении (1.5), используя 

соотношения: 
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 (1.8) 

и выразим электрический вектор E через одномерные интегралы: 

 0 1

cos( ) sin( )
ˆ( ) ( , ) ( , ) ,

sin( ) cos(
,

)

x

y

d
B I B

d

 
 

 
 

    
      

    
ρE  (1.9) 

где B0(ρ, ξ) и B1(ρ, ξ) интегралы Бельского-Хапалюка-Берри, которые определяют 

пространственную эволюцию пучка конической рефракции:  
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В предельном случае ρ0 → 0 (отсутствие двуосного кристалла) компонента B0 пере-

ходит в исходный пучок E(0)
, который свободно распространяется вдоль продоль-

ной оси ξ, в то время как B1 стремится к нулю.  
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Для большей наглядности, Берри также рассмотрел частный случай кониче-

ской рефракции гауссова пучка. Радиальное распределение электрического поля 

гауссова пучка и его фурье-образ дается следующими двумя формулами:  

  2( ) exp / 2 ,    (1.11) 

  2( ) exp / 2 .    (1.12) 

Подставляя явный вид профиля электрического поля исходного пучка (1.12) в фор-

мулу (1.9) и (1.10), можно получить распределение поля пучка конической рефрак-

ции в произвольной точке пространства. На Рис. 1.4 представлен численный расчет 

распределения интенсивности и электрического поля в фокальной плоскости 

(ξ = 0) для конической рефракции гауссова пучка. В расчете использовалось 

ρ0 >> 1, что соответствует хорошо выделенному кольцу.   

 

Рисунок 1.4 Характерное распределение интенсивности и электрического поля излучения ко-

нической рефракции Гауссова пучка в фокальной плоскости (ξ = 0). Исходный пучок перед кри-

сталлом был линейно поляризован вдоль оси x (первая строка), или обладал правой циркуляр-

ной поляризацией (вторая строка) [2].  
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Из Рис. 1.4 видно, что коническая рефракция гауссова пучка обладает нетривиаль-

ной поляризационной структурой. В случае однородно поляризованного падаю-

щего на кристалл излучения, электрическое поле конической рефракции будет со-

держать как слагаемые с той же поляризационной структуры как и у исходного 

пучка (за это в (1.9) отвечает первое слагаемое ∝ B0), так и слагаемые с поляриза-

цией зависящей от угла (второе слагаемое в (1.9) ∝ B1). В результате, вектор поля-

ризации пучка конической рефракции будет вращаться при изменении угла, как это 

показано на Рис. 1.4. По этой же причине, интенсивность пучка имеет характерное 

распределение интенсивности в виде полумесяца для случая линейно поляризован-

ного излучения (первая строка на Рис. 1.4). 

Для случая неполяризованного или циркулярно поляризованного света, ин-

тенсивность пучка перестает зависеть от угла и может быть представлена в виде 

суммы двух компонент: 

 
22 2

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ., , , ,I ρB B ρ     Eρ ρ  (1.13) 

Перейдем к описанию пространственной эволюции конической рефракции 

гауссова пучка. На рис. 1.5 продемонстрировано продольное распределение интен-

сивности неполяризованного излучения, численно рассчитанное по (1.13), а также 

продольные распределения интенсивности отдельных компонент поля |B0|
2 и |B1|

2. 

В фокальной (Ллойдовской) плоскости (ξ = 0) B0 ≈ B1, поэтому мы можем наблю-

дать на всех трех рассчитанных распределениях характерное двух-кольцевое рас-

пределение интенсивности. В свою очередь, в области дальнего поля 

(ξ ≫ 1, ρ ≪ ρ0), где происходит формирование пятен Рамана, компоненты излуче-

ния конической рефракции B0 ≈ J0(ρρ0/ξ) и B1 ≈ J1(ρρ0/ξ). Поэтому, вблизи оси рас-

пространения формируются пучки Бесселя нулевого (Рис. 1.5(b)), и первого (Рис. 

1.5(c)) порядка. Сумма интенсивностей бесселевых пучков приводит к наложению 

двух интерференционных картин, поэтому, на Рис. 1.5(a) мы видим два ярких пятна 

Рамана в дальнем поле.  
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Рисунок 1.5 (a) Пространственная эволюция интенсивности конической рефракции гауссова 

пучка при значении параметра ρ0=10. Рисунки (b) и (c) соответствуют распределению интенсив-

ности компонент B0 и B1, соответственно.  

Теперь перейдем к рассмотрению конической рефракции оптических вихрей 

с оптическим зарядом равным ℓ. В работе Пита [25] было показано, что использо-

вание оптических вихрей позволяет добиться неожиданного изменения свойств из-

лучения конической рефракции. Рассмотрим простейшие оптические вихри, элек-

трическое поле которых в фокальной плоскости имеет вид:  
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Из формулы (1.14) видно, что для оптического заряда ℓ неравного нулю, в центре 

пучка возникает провал интенсивности, а фаза пучка начинает зависит от угла. Бо-

лее наглядно основные свойства простейших оптических вихрей показаны на Рис. 

1.6.  

 

Рисунок 1.6 Основные характеристики, такие как распространение вдоль оси ξ, фазовая по-

верхность и распределение амплитуды поля, показаны для оптических вихрей  

с моментом ℓ = 0, 1, 2. 

Очевидно, что при ℓ=0 электрическое поле (1.14) переходит в рассмотренный выше 

гауссов пучок. Фурье-образ оптического вихря (1.14) дается выражением: 
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Подставляя (1.15) в электрическое поле конической рефракции (1.5) и интегрируя 

по угловой переменной, получим:  
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Физический смысл формулы (1.16) становиться более очевидным, если разложить 

вектор электрического поля по базису лево и право поляризованных волн: 
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где [dL, dR] вектор поляризации падающего на кристалл пучка в новом базисе. По-

лучается, что лево-поляризованный оптический вихрь будет порождать компо-

ненты поля КР, одна из которых будет той же поляризации и с тем же оптическим 

зарядом ℓ, а вторая компонента будет право-поляризованной, с оптическим заря-

дом на единицу меньше ℓ. У право-поляризованного света вторая компонента тоже 

будет обладать левой циркулярной поляризацией, но оптический заряд будет на 

единицу больше, а не меньше. Для неполяризованного света интенсивность пучка 

будет состоят из суммы интенсивностей всех трех компонент: 
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( ) ,,I B B B   ρ  (1.19) 

В случае ℓ=0, компонента B-1 = -B1 и мы снова получаем формулу (1.13). В своей 

работе Пит не только получил вышеизложенные формулы для конической рефрак-

ции оптических вихрей, но и экспериментально получил распределение интенсив-

ности в фокальной (Ллойдовской) плоскости (ξ = 0), для неполяризованных опти-

ческих вихрей с ℓ = 0, 1, 2 (рис. 1.7). Как можно увидеть на Рис. 1.7, при увеличении 
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оптического заряда ℓ растет количество темных колец. Данный неожиданный эф-

фект будет, в дальнейшем, объяснен в рамках предложенной бессель-гауссовой мо-

дели конической рефракции.  

 

Рисунок 1.7 Продольные и поперечные распределения интенсивности в фокальной плоскости 

конической рефракции неполяризованных оптических вихрей с ℓ = 0, 1, 2 [25].  
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В результате, использование лево- и право-поляризованного базиса в фор-

муле (1.18) позволило записать электрическое поле пучка конической рефракции в 

простом, компактном и физически понятом виде. Оказывается, можно обобщить 

полученную для оптических вихрей (1.14) формулу для электрического поля (1.18) 

произвольного вида. Необходимо только оставить предположение об однородной 

поляризации света перед кристаллом конической рефракции. В этом случае, вектор 

электрического поля в прямом и обратном пространстве будет иметь следующий 

вид: E(0)(ρ) = Ɛ(ρ)ein и Ẽ(0)(κ) = Ɛ̃(κ)ein, где вектор поляризации ein = [dL, dR] записан 

в базисе лево- и право-поляризованных волн. При этом функции Ɛ(ρ) и Ɛ̃(κ), опре-

деляющие распределение электрического поля в прямом и обратном пространстве, 

связанны друг с другом при помощи фурье-преобразования (1.1). В результате, 

формула (1.5) переходит в:  
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где вводится обобщение одномерных интегралов Бельского-Хапалюка-Берри, по-

лученных для цилиндрически симметричных пучков, на случай произвольного 

профиля электрического поля:  
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где μ = 0, ±1 и G̃μ(κ,ξ) - функция Грина, описывающая как трансформацию кри-

сталла КР, так и пространственную эволюцию пучка вдоль оси ξ. Аналогично слу-

чаю конической рефракции оптических вихрей (1.18), компонента поля Bμ имеет 

дополнительный ОУМ ћµ, поскольку в формуле (1.21) присутствует зависимость 

вида exp(iµθκ). Далее выражение (1.20) пригодится нам при построении теории ко-

нической рефракции частично когерентного излучения.  
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Необходимо отметить, что изложенную выше параксиальную модель кони-

ческой рефракции можно переформулировать в более простом и физически понят-

ном виде, известном как двух-конусная модель конической рефракции. Данная мо-

дель была получена сначала в работе Соколовского и др. [57], а позже обсуждалась 

Тюрпиным и др. [58]. Так, необходимо в формуле (1.21) выразить косинус через 

комплексные экспоненты и сгруппировать слагаемые, у которых в показателе экс-

поненты стоят одинаковые знаки. В результате, электрическое поле пучка кониче-

ской рефракции можно разделить на сумму двух слагаемых, также называемых ко-

нусами конической рефракции: E=С(+)+С(−), где С(+) это положительный или расхо-

дящийся конус, а С(−) это отрицательный или сходящийся конус. Выражение для 

них имеет вид: 
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где компоненты конусов конической рефракции: 
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Важным отличием от теории Бельского-Хапалюка-Берри, является ясный физиче-

ский смысл у полей С(+) и С(−). Теперь это два световых конуса, расходящийся и 

сходящийся к оси распространения ξ, как это показано на Рис. 1.8b и Рис. 1.8c, со-

ответственно.  

Чтобы подтвердить высказанные предположения, в работе Соколовского и 

др. [57] был проведен эксперимент с использованием неполяризованного He-Ne ла-

зера, мощностью 2 мВт, луч которого пропускался через кристалл KGW длинной 

15 мм, а получавшееся за гранью кристалла изображение снималось CCD камерой, 
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установленной на подвижном креплении. На рис. 1.8d показана полученная кар-

тина пространственной эволюции интенсивности конической рефракции, которая 

хорошо согласуется с параксиальной теорией (1.9) или двух-конусной моделью 

(1.23). 

 

Рисунок 1.8 Теоретическое (a-с) и экспериментальное (d-а) осевое распределение интенсивно-

сти пучка конической рефракции (a, d), а также интенсивности конусов конической рефракции 

С(+) (b, e) и С(−) (c, f), соответственно [24].  

Чтобы наблюдать в эксперименте два световых конуса С(+) и С(−) по отдель-

ности, необходимо поставить препятствие на пути прохождения одного из свето-

вых конусов. Для этого в работе [24], за поверхностью кристалл устанавливали 

пинхол или круглый непрозрачный экран. Пинхол блокировал внешний конус, про-

пуская внутренний конус. Непрозрачный экран наоборот, останавливал распро-

странение расходящегося, внутреннего конуса, пропуская сходящийся, внешний 

конус. Результаты эксперимента представлены на Рис. 1.8e и Рис. 1.8f, показывая 

прекрасное согласие теории и эксперимента.  
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1.3. Практические применения конической рефракции 

Область науки, связанная с оптическим захватом и манипулированием объ-

ектами размера порядка нескольких микронов начала приковывать к себе значи-

тельный интерес и обрастать практическими применениями еще в далекие 1970-ые 

[59,60]. Оптические пинцеты, основанные на возникновении возвращающей меха-

нической силы при рассеянии света на микроскопическом объекте, нашли свое ши-

рокое применение в физике, биологии и медицине. Ранее было показано, что при 

помощи конической рефракции гауссова пучка можно также создавать эффектив-

ные оптические пинцеты. Так, О`Дваер и др [8] предложили использовать угловой 

градиент интенсивности кольца Поггендорффа для манипуляции угловым положе-

нием захваченной частицы. Для линейно поляризованного света перед кристаллом, 

коническая рефракция имеет форму полумесяца, и максимум интенсивности вра-

щается с направлением линейной поляризации исходного пучка. В результате, из-

меняя плоскость линейной поляризации можно легко вращать захваченную ча-

стицу. Тот же самый авторский коллектив с помощью каскадной конической ре-

фракции смогли провести захват сразу трех частиц [48]. Также необходимо сказать 

про работу МакДональда и др. [51], в которой обсуждается три различных способа 

оптического захвата частиц: С помощью первого пятна Рамана, располагающегося 

за ллойдовской плоскостью, с помощью колец Поггендорффа и с помощью второго 

пятна Рамана.  

Излучение, генерируемое лазерами, обычно имеет однородную простран-

ственную поляризацию (линейную, эллиптическую или циркулярную), но, в неко-

торых обстоятельствах, можно получить пучок с неоднородным распределением 

поляризации, как это было сделано в работе [52]. Двуосные кристаллы, в этой 

связи, могут выступать в качестве активных элементов лазера, генерирующего не-

однородно поляризованное излучение. Первая работа по этой теме была опублико-

вана Хелстромом и др. [6]. Они использовали 3 мм кристалл KGW, с 5% легирова-

нием иттербием. Поляризация лазерного пучка при этом контролировалась пере-

мещением выходного частично пропускающего зеркала. Для постоянной лазерной 
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накачки на длине волны 980 нм, такой лазер излучал на длине волны порядка 1036-

1038 нм, с максимальной мощностью 8.6 Вт и параметром пучка M2 от 1 до 2. Стоит 

также сказать о работе Абдолванда и др. [7], где описывается высокоэффективный 

четырех уровневый лазер на основе конической рефракции. В качестве активного 

элемента использовался 17 мм кристалл KGW с 3% легированием примесями 

неодима для генерации излучения на длине волны 1067 нм при оптической накачке 

на длине волны 808 нм. В результате, в этих работах было показано, что создание 

лазера на основе конической рефракции осуществимо, а их свойства весьма инте-

ресны для дальнейшего исследования.   

Существует множество областей, где точное измерение поляризации свето-

вого пучка или поляриметрических свойств определенного материала становится 

необходимым, например, для определения оптических параметров материалов или 

тонких пленок (показателя преломления, толщины, коэффициента поглощения, 

шероховатости и т. д.), или для визуализации в медицине и астрономии. Поляри-

метры являются основными устройствами для получения таких поляризационных 

измерений. Так как распределение интенсивности конической рефракции крайне 

чувствительно к поляризации падающего на кристалл пучка, данное оптическое яв-

ление может быть использовано для построения однозарядного поляриметра 

Стокса [61,62]. Эффективность такого устройства была проверена путем измерения 

различных состояний поляризации света, включая полностью поляризованный 

свет, частично поляризованный свет и полностью неполяризованный свет. Предло-

женный поляриметр на конической рефракции может быть использован в качестве 

неполного поляриметра для измерения линейной поляризации как для полностью, 

так и для частично поляризованного света, как показано в [63,64]. Для когерентного 

света эта система продемонстрировала очень хорошую точность измерения поля-

ризации с максимальной погрешностью 1,1% [64], в то время как в [63] было про-

демонстрировано измерение оптической активности, индуцированной хиральными 

растворами с максимальной погрешностью 4%. 
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Обширные исследования, посвященные оптическим вихрям, волновым дис-

локациям, фазовым и поляризационным особенностям света, теории орбитального 

углового момента света и т.д. за последние 30 лет, привели к становлению сингу-

лярной оптики как независимой и быстро развивающейся области современной оп-

тики. Как хорошо известно, свет может нести как спиновый угловой момент 

(СУМ), так и орбитальный угловой момент. СУМ связан с поляризацией светового 

пучка и для линейно-поляризованного света он равен нулю, а для лево или право 

поляризованного света СУМ равен ±ħ. В свою очередь, ОУМ связан с винтовыми 

дислокациями в фазовом фронте электромагнитного поля, что проявляется в харак-

терной азимутальной зависимости вида exp(imφ), где φ - азимутальный угол, а m – 

целое число также известное как оптический заряд, которое пропорционально ве-

личине ОУМ света ħm. Как обсуждалось в работах [65], коническая рефракция за-

путывает СУМ и ОУМ света, падающего на кристалл. Так, для поля, не обладаю-

щего ОУМ, одна компонента электромагнитного поля конической рефракции со-

храняет состояние поляризации падающего пучка, а вторая компонента ортого-

нально поляризована первой и несет дополнительный ОУМ равный ±ħ. В резуль-

тате, оказывается, что двуосный кристалл действует как q-пластинка порядка ½, 

поглощая часть углового момента света. Спин-орбитальное взаимодействие света 

в рамках явления конической рефракции было использовано О'Дуайером и др. [48], 

для генерации непрерывно перестраиваемого дробного ОУМ, путем регулирования 

эллиптической поляризации падающего света. Коническую рефракцию также 

можно использовать для контролируемой генерации света, несущего ненулевой 

ОУМ, при помощи каскадной конической рефракции и круговых поляризаторах, 

как показано О'Дуайером и др. [66]. Оказывается, можно отфильтровать компо-

ненты поля конической рефракции с ОУМ равным ħ, при помощи круговых поля-

ризаторов, а именно комбинации четвертьволновой пластины с линейным поляри-

затором. Этот отфильтрованный свет необходимо отправить через следующий кри-

сталл конической рефракции, что приведет к образованию пары полей, одна из ко-
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торых несет уже две единицы ОУМ на фотон. Добавление последующего кри-

сталла конической рефракции и соответствующая фильтрация компонент пучка 

приводят к контролируемой генерации ОУМ произвольной величины с неизбеж-

ной потерей мощности после каждой фильтрации. 

1.4. Краткие Итоги 

В данной главе диссертации был проведен обзор литературы. В §1.1 обсуж-

далась коническая рефракция когерентного излучения. Были описаны основные 

свойства конической рефракции, связанные с фокальной плоскостью (кольца Пог-

гендорффа), пространственной эволюцией (пятна Рамана), поляризационной и вих-

ревой структурой пучка. В §1.2 приведены основные положения параксиальной 

теории конической рефракции Бельского-Хапалюка-Берри [23]. На примере кони-

ческой рефракции гауссова пучка с линейной и циркулярной поляризацией, а также 

конической рефракции оптического вихря, обсуждались характерные особенности 

распространения конической рефракции когерентного излучения в свободном про-

странстве. Была рассмотрена двух-конусная модель конической рефракции [24] и 

интерференционная природа темного кольца Поггендорффа в фокальной плоско-

сти. В §1.3 описаны практические применения конической рефракции, связанные с 

оптическим захватом и манипулированием микрочастицами, лазерами на основе 

конической рефракции, поляризационной метрологией и генерацией оптических 

вихрей.  
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Глава 2 Бессель-гауссова модель конической рефракции 

2.1. Краткое введение 

На данный момент, теория Бельского-Хапалюка-Берри и двух-конусная модель ко-

нической рефракции дают всеобъемлющее описание явления конической рефрак-

ции когерентного излучения и содержат в себе полную информацию о простран-

ственном распространении света в свободном пространстве. Однако, из-за инте-

грального характера имеющейся теории, крайне неочевидно за счет каких конкрет-

ных механизмов формируются те или иные свойства пространственной эволюции. 

 

Рисунок 2.1  (a) Пространственная эволюция гауссова пучка, распространяющегося под углом 

α относительно оси распространения z, где R0 - вектор смещения центра пучка в фокальной 

плоскости (z = 0), зависящий от угла θ, k0 - волновой вектор света в вакууме, k⊥ - поперечный 

волновой вектор, являющийся проекцией k0 на плоскость x-y. (b) Осевое распределение интен-

сивности положительного конуса C(+), для гауссова пучка. Белые сплошные кривые показы-

вают, как конус конической рефракцией может быть аппроксимирован гауссовыми пучками. 
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В данной главе будет показано, что при выполнении условия ρ0 >> 1 (радиус 

кольца конической рефракции много больше его перетяжки) конусы конической 

рефракции C(±)  произвольного элегантного лагерр-гауссова пучка и бессель-гаус-

сова пучка могут быть аппроксимированы суперпозицией гауссовых пучков (Рис. 

2.1a), центры которых расположены на окружности радиуса R0 в фокальной плос-

кости, а волновые векторы лежат на конусе с углом при вершине ±2α, как показано 

на Рис. 2.1b для конуса C(+). Предлагаемый подход [A1] позволит получить простой 

закон распространения электрического поля пучка конической рефракции как 

вблизи фокальной плоскости, так и в дальнем поле, и даст возможность объяснить 

многие свойства конической рефракции (многокольцевое распределение интенсив-

ности в фокальной плоскости, кольца Поггендорффа и пятна Рамана) как следствие 

свойств распространения составляющих гауссовых пучков.  

2.2. Бессель-гауссова модель конической рефракции гауссова пучка 

Чтобы лучше понять основную идею предложенного подхода, рассмотрим 

случай конической рефракции гауссова пучка и проанализируем пространственное 

распределение интенсивности положительного конуса конической рефракции С(+), 

показанное на рис. 2.1(b). Аппроксимируем конус конической рефракции двумя 

гауссовыми пучками, показанными белыми кривыми на рис. 2.1(b).  Два таких гаус-

совых пучка, верхний и нижний, отстоят от оси распространения на расстояние ±R0, 

равное радиусу кольца конической рефракции. При этом каждый пучок распро-

страняются относительно оси распространения z под некоторым углом ±α, за счет 

чего происходит концентрация излучения в приосевой области. Безусловно, так как 

распределение интенсивности пучка конической рефракции имеет кольцевую 

форму, необходимо расположить гауссовы пучки в каждой точке такого кольца ра-

диуса R0.  При этом, угол θ определяет положение центра заданного гауссова пучка, 

как показано на рис. 2.1(a). Далее мы ненадолго перейдем обратно от безразмерных 
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к размерным координатам для больше наглядности. Запишем явный вид электри-

ческого поля линейно поляризованного гауссова пучка, который пока что будет 

распространяться строго вдоль оси z [67]:  
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где θ – угол между вектором смещения центра пучка R0 = R0[cos(θ), sin(θ)] и осью 

x; R0 – радиус кольца конической рефракции, А(θ) – вектор поляризации пучка, за-

висящий от угла θ; k0 – волновое число света в вакууме; W(z)2
 = W0

2(1 + i z/zR) – ком-

плексная ширина пучка, отвечающая за дифракционное уширение и изменение 

волнового фронта гауссова пучка; W0 – перетяжка пучка, zR = k0W0
2 – длина Рэлея 

гауссова пучка. Перейдем к случаю гауссова пучка, распространяющегося под уг-

лом ±α к оси z, применяя к формуле для электрического поля (2.1) следующие за-

мены:  
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где k⊥ = ±k0α [cos(θ), sin(θ)] - проекция волнового вектора гауссова пучка на попе-

речную плоскость. Необходимо упомянуть, что при выводе соотношения (2.2) мы 

использовали параксиальное приближение (α << 1). В первой строчке (2.2) зацеп-

ление поперечного вектора r с продольной координатой z приводит к сдвигу центра 

гауссова пучка в процессе пространственного распространения.  Вторая строчка в 

(2.2) связана с наличием ненулевой проекции волнового вектора пучка, распростра-

няющегося под наклоном. Поэтому продольная компонента волнового вектора 

уменьшается с ростом угла α. Третья строчка в (2.2) имеет простой смысл и связана 

с неизменностью ширины пучка из-за появления наклонного распространения, т.к. 

мы находимся в рамках параксиального приближения и можем пренебречь эллип-
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тичностью, которую приобретает такой наклонно распространяющийся гауссов пу-

чок. В результате, у всех гауссовых пучков в суперпозиции одинаковая перетяжка. 

Подставим (2.2) в выражение для электрического поля гауссова пучка (2.1) и полу-

чим: 
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где мы, для удобства, исключили фазовый множитель exp(ik0z), который возникает 

из exp(ik0cos(α)z) в параксиальном приближении α<<1. Пространственная эволю-

ция гауссова пучка (2.3) показана на Рис. 2.1(a). Вектор поляризации A(θ) выберем 

так, чтобы он описывал характерную для конической рефракции поляризационную 

зависимость: 
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где A0 — комплексная амплитуда, ħℓ - орбитальный угловой момент падающего на 

кристалл света. Чтобы получить результирующее электрическое поле конусов ко-

нической рефракции (1.23), необходимо (2.3) проинтегрировать по всем углам θ от 

0 до 2π, получая: 
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где мы получаем ту же самую поляризационную зависимость, что и в формуле 

(1.23), и определяем компоненты пучка с различными оптическими зарядами или 

орбитальными угловыми моментами как: 
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В уравнении (2.6) мы перешли обратно к нормированным координатам (ρ, ξ) и 

ввели новые определения: a0 = αkw0 – нормированный параметр наклона конуса ко-

нической рефракции,  σ(ξ) = (σ0
2+iξ)1/2 – пространственная функция распростране-

ния, аналогичная ранее введенной W(z), где σ0 = W0/w0 – отношение ширины ап-

проксимирующего гауссова луча (2.3) к ширине падающего на кристалл пучка, 

ρξ = ρ0 ± a0ξ – радиус кольца для произвольного значения продольной координаты 

ξ, Iℓ+m(x) – модифицированная функция Бесселя первого рода порядка ℓ+m.  

Построенные пучки (2.6) известны как обобщенные Бессель-Гауссовы (БГ) 

пучки порядка ℓ+m. Впервые БГ пучки были введены в 1987 году [68], чтобы пре-

одолеть трудности, связанные с бесконечной энергии, необходимой для формиро-

вания пучка Бесселя [69,70]. Обобщенные БГ пучки с ρ0 ≠ 0 и a0 ≠ 0 впервые были 

рассмотрены в работе [71]. Как оказывается, многие свойства конической рефрак-

ции характерны для обобщённых бессель-гауссовых пучков, а именно: кольцевая 

структура с радиусом ρ0 в фокальной плоскости, которая при распространении 

вдоль оси ξ с наклоном a0 ≠ 0 формирует яркое пятно вблизи оси распространения 

на расстоянии ξRaman = ρ0/a0, аналогичное пятну Рамана [36]. Кроме того, при a0 ≠ 0 

обобщенный бессель-гауссов пучок обладает ненулевой проекцией волнового век-

тора k0 на поперечную координатную плоскость. Это приводит к формированию 

интерференционной картины в фокальной плоскости за счет пересечения двух 

обобщенных БГ пучков с противоположными значениями угла распространения, 

каждому из которых соответствует конус конической рефракции C(+) и C(−). Стоит 

отметить, что идея о схожести между конической рефракцией и БГ пучков впервые 

обсуждалось Питом в [72]. Однако он рассматривал модифицированный БГ пучок, 

который является частным случаем обобщенного луча БГ при a0 = 0, в предполо-

жении ρ0≈0…2. Как мы покажем далее, для случая ρ0>>1 (хорошо очерченное 

кольцо конической рефракции) необходимо использовать обобщенные БГ пучки с 

a0 ≠ 0. 
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Другая важная особенность обобщенных БГ пучков состоит в том, что к ним 

применим формализм ABCD матриц и гауссовой оптики [73]. Пройдя через опти-

ческую систему, описываемую ABCD матрицей, обобщенный БГ пучок останется 

обобщенным БГ, но при этом изменяться его параметры, такие как перетяжка W0, 

радиус кольца в фокальной плоскости R0 и угол наклона пучка α. Закон такого пре-

образования может быть получен из интегралов Коллинза [74]. В дальнейшем, та-

кой подход к описанию КР через обобщенные БГ пучки, к которым применим фор-

мализм гауссовой оптики, может быть крайне полезен для расчета устойчивых мод 

лазерных резонаторов с двуосным кристаллом в качестве активной среды [7,53]. 

Такой расчёт успешно сработал для лазерного резонатора с обычным кристаллом, 

в котором в качестве одного из зеркал использовался аксикон [75]. В результате, 

устойчивые моды такого резонатора имели вид БГ пучков высшего рода, где в ка-

честве составных пучков использовались эрмит-гауссовы пучки, за место гауссо-

вых пучков, рассматриваемых в данной работе.  

2.3. Элегантные лагерр-гауссовы моды 

Далее мы покажем, что бессель-гауссову модель можно применить к конической 

рефракции элегантных элегантные лагерр–гауссовых мод [76]. Соответствующий 

им, вектор электрического поля E в фокальной плоскости (ξ = 0) может быть запи-

сан в виде: 
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где (ρ, φ) - полярные координаты в поперечной плоскости, ein = [dL, dR] - вектор по-

ляризации, где в качестве базисных функций выбраны левая и правая круговые по-

ляризации, а Lℓ
n (x) - многочлен Лагерра порядка n и индекса ℓ [77]. Фурье-образ 

такого пучка будет иметь вид:  
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Необходимо заметить основные отличие между хорошо известными стандартными 

и элегантными лагерр-гауссовыми пучками. В прямом пространстве (2.7) элегант-

ные моды пропорциональны многочлену Лагерра Lℓ
n (ρ2/2), в то время как стандарт-

ные моды в аргументе функции Лагерра содержат дополнительную двойку Lℓ
n (ρ2). 

Кажущееся небольшое отличие в прямом пространстве приводит к значительной 

разнице фурье-образов стандартных и элегантных пучков. Так, стандартная лагерр-

гауссова мода при преобразовании фурье переходит сама в себя. Из-за этого свой-

ства стандартные моды являются собственными модами оптического резонатора со 

сферическими зеркалами, и поэтому более известны в литературе.  

 

Рисунок 2.2 Распределения интенсивности элегантных лагерр-гауссовых мод в фокальной 

плоскости, построенные с использованием формулы (2.7), для различных значений модовых ин-

дексов.  

В свою очередь, фурье-образ элегантной моды, определяемый формулой 

(2.8), не совпадает с электрическим полем в прямом пространстве (2.7), однако 

имеет достаточно простой вид произведения гауссовой функции на степенную, с 
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показателем степени, зависящим от индекса моды. Необходимо также упомянуть, 

что элегантные лагерр-гауссовы пучки (2.7) являются полным биортогональным 

базисом, что позволяет разложить по ним произвольный однородно поляризован-

ный пучок.  

Рассмотрим, как изменятся элегантные лагерр-гауссовы пучки после прохож-

дения через двуосный кристалл. Согласно двух-конусной модели, электрическое 

поле конической рефракции элегантной лагерр-гауссовой моды можно представить 

в виде суммы двух конусов E=С(+)+С(−), которые задаются следующим выраже-

нием:  
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 где компоненты поля определяются как: 
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В этих уравнениях (ρ, φ, ξ) – цилиндрические координаты, нормированные на пере-

тяжку луча и длину Рэлея падающего луча, т. е. ξ = z/zR и ρ = r/w0, ρ0 = R0/w0 - нор-

мированный радиус кольцо конической рефракции за кристаллом, который играет 

центральную роль в определении результирующего распределения интенсивности 

конической рефракции, Jℓ+m(x) - функция Бесселя первого рода порядка ℓ+m, 

m = 0, ±1 - целое число. Из уравнения (2.9) видно, что для входного поля с оптиче-

ским зарядом ℓ пучок конической рефракции содержит два дополнительных ком-

понента с оптическими зарядами ℓ±1. Это явление было впервые изучено Питом 

[25] для случая простейших оптических вихрей и затем подробно обсуждалось в 

[20].  
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2.4. Параметры бессель-гауссовой модели 

В §2.2 мы продемонстрировали, что эффективное описание конической рефракции 

гауссова пучка может быть описано при помощи суперпозиции гауссовых пучков. 

Было показано, что результирующее электрическое поле выражается через хорошо 

известные обобщенные бессель-гауссовые пучки. Такие пучки характеризуются 

следующими четырьмя параметрами: A0 – комплексная амплитуда пучка, 

a0 = αkw0 – нормированный угол наклона пучка, σ0 = W0/w0 – нормированная пере-

тяжка пучка, нормированный радиус кольца ρ0. При этом ρ0 = R0/w0 считается фик-

сированным и задается радиусом кольца конической рефракции R0. В данном раз-

деле мы обобщим построенную модель на случай конической рефракции элегант-

ных лагерр-гауссовых мод. Далее мы найдем явную зависимость параметров обоб-

щенных бессель-гауссовых пучков от модовых индексов.     

Для определения параметров модели рассмотрим компоненты поля положи-

тельного конуса конической рефракции в фокальной плоскости при условии ρ0>>1, 

что соответствует четко выделенному кольцу конической рефракции. В этом слу-

чае можно заменить функцию Бесселя под интегралом (2.10) ее асимптотическим 

разложением и получить формулу распространения конуса, справедливую вдали от 

продольной оси, т. е. при ρ>>0: 

 ( ) 1
( , 0) ( ),

2
mC F  



    (2.12) 

  0

1
( ) ( )exp ( ) ,

2
F d f i     







   (2.13) 

где мы вводим функцию f(κ) как одномерное преобразование Фурье функции F(ρ), 

которая для случая конической рефракции элегантных лагерр-гауссовых мод 

равна:  
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где θ(κ) – ступенчатая функция Хевисайда. Из (2.12)-(2.14) сразу видно, что при 

ρ>>0 компоненты конуса конической рефракции с разными индексами m равны 

между собой. Данное свойства справедливо только вдали от оси распространения. 

Кроме того, так как Фурье-образ (2.14) содержит функцию Хевисайда θ(κ), конус 

С(+) состоит из суперпозиции расходящихся от оси распространения волн.  

Проделаем аналогичные операции над обобщенным бессель-гауссовым пуч-

ком. Сначала используем преобразование Ханкеля для выражения (2.6), получая:  
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где мы обозначили τ(±) = ρ0 ± ia0σ0. Используя асимптотику функции Бесселя на бес-

конечности, получим:  
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Далее, используя ту же процедуру, что и в (2.12)-(2.14), из уравнений (2.15) и (2.17) 

можно получить следующее выражение для одномерного преобразования Фурье: 

  
( )

2 20
0 0( )

( ) ( ) exp ( ) / 2 ,U

A
f f a   






     (2.18) 

где мы используем нижний индекс для функции f (κ), чтобы обратить внимание для 

какого конкретно пучка был получен тот или иной Фурье образ. Так, индекс “C” в 

формуле (2.14) обозначает, что Фурье образ был получен для конуса конической 

рефракции, а индекс «U» в (2.18) связан с обобщенным бессель-гауссовым пучком.  

Таким образом, для нахождения трех параметров предлагаемой бессель-гаус-

совой модели: комплексной амплитуды A0
(+), угла наклона a0 и нормированной пе-

ретяжки σ0, необходимо аппроксимировать одномерный Фурье образ (2.14) при по-
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мощи функции гаусса (2.18). Подобная аппроксимация в области классической оп-

тики была использована в работе [78], где замена произведения гауссовой и степен-

ной функций на сдвинутую гауссову функцию была необходима для демонстрации 

асимптотической эквивалентности бессель-гауссовых пучков и элегантных лагерр-

гауссовых мод с индексом n>>1. Осуществимость подобной аппроксимации явля-

ется главной причиной, по которой элегантные моды лучше подходят для постав-

ленной задачи, чем их «стандартные» аналоги. Используя метод, предложенный в 

Приложении B работы [78], можно получить следующую формулу: 
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где предполагалось n>>|ℓ|>>1. Сравнивая (2.19) с (2.18), можно получить все пара-

метры бессель-гауссовой модели: 
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Далее мы предлагаем метод определения параметров модели, который будет спра-

ведлив для произвольных значений n и ℓ, а в пределе n>>|ℓ|>>1 даст непосред-

ственно выражения (2.19) и (2.20). Безусловно, точное равенство между выражени-

ями (2.18) и (2.14) будет иметь место только в предельном случае n>>|ℓ|>>1. Од-

нако, для произвольных n и ℓ мы можем понимать эту замену как эффективное опи-

сание конической рефракции при помощи обобщенных бессель-гауссовых пучков. 

Подобная процедура аналогична введению параметра М2 для многомодового ла-

зерного излучения. 

В рамках данной работы мы предлагаем следующее определение для пара-

метров бессель-гауссовой модели: 
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где Z0 – нормировочный множитель: 
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а в выражениях (2.21)-(2.23) используется одномерное преобразование Фурье для 

конуса конической рефракции (2.14).  

 

Рисунок 2.3 Зависимость угла наклона обобщенного бессель-гауссова пучка a0 и перетяжки 

пучка σ0 от модового индекса s = 2n+|ℓ| элегантной лагерр-гауссовой моды. При расчете исполь-

зовались формулы (2.24).  

Так, если подставить гауссово распределение (2.18) в формулы для параметров мо-

дели (2.21)-(2.22), то мы получим тождественные равенства. В результате, подстав-

ляя одномерный Фурье образ конической рефракции элегантного лагерр-гауссова 

пучка (2.14) в формулы для параметров (2.21)-(2.22) и проделывая простые алгеб-

раические операции, получим:  

 2

0 0 0( ) / !, 1 / 2(1 ),3 / 2a s ss a      (2.24) 

где s = 2n+|ℓ| и Γ(x) - гамма-функция. Для n = 0 и ℓ = 0 (гауссов пучок): a0 ≈ 0.886 и 

σ0 ≈ 1.53. На Рис. 2.3 показано, что при увеличении модовых индексов, угол 
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наклона пучка будет расти как √s, а перетяжка σ0 будет уменьшаться до значения 

√2 ≈ 1.42, что находится в согласии с асимптотическим поведением параметров 

(2.20) в пределе больших модовых индексов.  

Сравнение модуля нормированного одномерного Фурье образа f(κ) для пучка 

конической рефракции (2.14) и для обобщенного бессель-гауссова пучка (2.18) с 

параметрами (2.19) показано на Рис. 2.4. Таким образом, осталось только опреде-

лить комплексную амплитуду A0
(±), задающую нормировку обобщенного бессель-

гауссова пучка относительно конусов конической рефракции. Естественно полу-

чить нормировку из сравнения амплитуд поля при ρ=ρ0 и ξ=0, используя прибли-

жение ρ0 >> 1 и уравнения (2.12)-(2.13). Таким образом, получим: 
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Рисунок 2.4 Модуль нормированного одномерного Фурье образа f(κ), вычисленный по точной 

формуле (2.14) (черная линия) и бессель-гауссовой аппроксимации (2.18) (штриховая красная 

линия), при n=0, ℓ=0 (a), n=0, ℓ=1 (b) и n=1, ℓ=1 (c). Обе функции нормированы на максималь-

ные значения. 

В результате, были получены все параметры модели для произвольных значений 

модовых индексов n и ℓ. В следующем разделе мы протестируем построенную бес-

сель-гауссову модель конической рефракции в различных характерных простран-

ственных областях: фокальной плоскости, где наблюдается характерное много-

кольцевое распределение интенсивности, вблизи фокальной плоскости, а также в 

дальнем поле, где формируются пятна Рамана.  
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2.5. Фокальная плоскость и кольца Поггендорффа 

В данном разделе, мы покажем, что предложенная бессель-гауссова модель кони-

ческой рефракции изящно объясняет переход классического двухкольцевого рас-

пределения интенсивности конической рефракции в фокальной плоскости в много-

кольцевое, описанный ранее для простейшего случая оптического вихря с ℓ>0 

[20,25]. Так, как было сказано выше, электрическое поле конической рефракции 

элегантного лагерр-гауссова пучка может быть представлено в виде суммы двух 

обобщенных бессель-гауссовых пучков E(ρ,ξ)=U(+)(ρ,ξ)+U(–)(ρ,ξ), определяемых 

формулой (2.5). Далее мы будем предполагать, что свет не поляризован, поскольку 

у конусов конической рефракции (2.9) и обобщенных бессель-гауссовых пучков 

(2.5) одинаковые поляризационные свойства, и нас больше интересует простран-

ственная эволюция таких пучков. Так же как и в двух-конусной модели конической 

рефракции, индивидуальные бессель-гауссовы пучки U(±)(ρ,ξ) отличаются направ-

лением распространения по отношению к продольной оси. Так, пучок U(+)(ρ,ξ) рас-

пространяется от продольной оси, а U(‑)(ρ,ξ) к продольной оси.  

Так как проекции волнового вектора на поперечную плоскость у обобщенных 

бессель-гауссовых пучков U(+)(ρ,ξ) и U(–)(ρ,ξ) имеет противоположные знаки, в фо-

кальной плоскости будет наблюдаться интерференционная картина. В результате, 

полная интенсивность излучения пучка I=E⋅E* в предположении четко выделен-

ного кольца (ρ0 >>1) будет, с точностью до константы, равна: 
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 (2.26) 

где функция Гаусса определяет ширину профиля интенсивности, угол наклона a0 

обратно пропорционален периоду интерференции, а фаза пропорциональна опти-

ческому заряду пучка и фиксирует сдвиг интерференционной картины относи-

тельно точки ρ = ρ0.  
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Рисунок 2.5 Профиль радиальной интенсивности пучка конической рефракции, рассчитанный 

с помощью интегралов двух-конусной модели (2.10) (синяя пунктирная кривая) и с использова-

нием бессель-гауссовой модели (2.5) (красная сплошная кривая). Увеличение модовых индек-

сов ℓ и n приводит к росту количества темных и светлых колец в фокальной (Ллойдовской) 

плоскости для ξ=0 (а-c) и расталкиванию колец Поггендорфа при ξ=2 (d-f). Численное модели-

рование проводилось для ρ0=14 и n=0, ℓ=0 (a, d), n=0, ℓ=1 (b, e), n=1, ℓ=0 (c, f). Соответствую-

щие поперечные распределения интенсивности показаны в правом углу каждого рисунка. 

В предыдущем разделе нами было показано, что перетяжка пучка σ0 слабо 

зависит от индексов моды ℓ и n, но угол наклона a0 растет как корень из 2n+|ℓ|. 

Благодаря этому период интерференции с ростом индексов лагерр-гауссовой моды 

будет уменьшаться, и при фиксированной области интерференции мы будем 

наблюдать увеличение количества темных и светлых колец, как показано на Рис. 

2.5 (a-c). Поскольку фаза зависит от оптического заряда пучка ℓ, максимум интер-

ференционной картины будет либо справа от точки ρ=ρ0 для четных ℓ, либо слева 



 

 

49 

 

для нечетных ℓ. Следует отметить, что формула (2.26) была ранее получена в [A2] 

для случая n=0, ℓ=0. Она была использована для феноменологического описания 

конической рефракции лазерных пучков с M2>1. 

Также на Рис. 2.5 (d-f) видно, что при удалении от фокальной плоскости на 

расстояние ξ положительный и отрицательный конус конической рефракции 

начнут распространяться от и к продольной оси, соответственно. Это приведет к их 

пространственному разделению и образованию двух ярких колец. При этом рассто-

яние будет тем больше, чем больше значение индексов моды n или |ℓ|. Отрицатель-

ный конус конической рефракции впоследствии сформирует вблизи оси пятно Ра-

мана, свойства которого мы рассмотрим в следующем разделе. 

2.6. Пятна Рамана 

В фокальной плоскости и вблизи нее, в приближении ρ0>>1,  интенсивность 

компонент поля конуса КР для различных значений орбитального индекса m не от-

личаются друг от друга, что очевидно следует из формул (2.12)-(2.14). Но вблизи 

оси ξ, где происходит фокусировка излучения, разные компоненты будут форми-

ровать различные пространственные распределения интенсивности т.к. в (2.6) от 

индекса m зависит порядок модифицированной функции Бесселя [A3]. Следует от-

метить, что термин «фокусировка» здесь используется в смысле значительного ро-

ста интенсивности света в приосевой области, поскольку значение интенсивности 

непосредственно на оси при ℓ+m>0 будет строго нулевым. Рассмотрим, как ведет 

себя компоненты сходящегося к оси конуса U(-)(ρ,ξ). Во-первых, рассмотрим пове-

дение аргумента модифицированной функции Бесселя в формуле (2.6), в прибли-

жении ρ≈0 и ξ≫1: 
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Т.к. мы интересуемся областью вблизи оси, кажется, что следует положить радиус 

кольца ρξ ≈ 0, но в таком случае аргумент перестанет завесить от координаты ξ, хотя 
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из работы Берри [23] мы знаем, что правильная зависимость аргумента функции 

Бесселя будет даваться выражением:  

 0 .Raman i



    (2.28) 

Обратно пропорциональная зависимость от ξ аргумента (2.28) говорит нам о том, 

что сфокусированное пятно Рамана при дальнейшем распространении вдоль оси ξ 

будет дифракционным образом уширятся. Таким образом в (2.27) необходимо бо-

лее аккуратно рассматривать зависимость от продольной координаты ξ.  

 Так, перенесем в выражении (2.27) всю комплексную часть из знаменателя в 

числитель, а в знаменателе воспользуемся фактом, что ξ≫1, получая:  
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 (2.29) 

Вещественную часть аргумента можно обнулить из условия ρξ ≈ 0, а мнимая часть 

аргумента после простых алгебраический операция в точности будет равна (2.28). 

Поскольку вблизи формирования пятна Рамана выполняется условие ξ≈ρ0/a0, дей-

ствительная часть выражения (2.29) обнуляется и остается только мнимая часть, 

равная соответственно (2.28) и не зависящая от нормированной перетяжки σ0. По-

скольку аргумент (2.28) полностью мнимый, необходимо заменить модифициро-

ванную функцию Бесселя Iℓ+m(-iρρ0/ξ) на функцию Бесселя Jℓ+m(ρρ0/ξ), что согласу-

ется с результатами работы Берри [23], где рассматривалась асимптотика поля КР 

вблизи формирования пятен Рамана. 

Кроме того, как было показано выше, угол наклона a0 степенным образом 

растет с ростом индексов элегантных мод n и ℓ. Из простых геометрических сооб-

ражений легко понять, что это становится причиной сближения пятен Рамана друг 

относительно друга с ростом модовых индексов. Чтобы это продемонстрировать, 

необходимо подробно рассмотреть аргумент функции Гаусса в (2.6):  
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Перенесем всю комплексную часть из знаменателя в числитель, как это было 

только что проделано выше, разделяя вещественную и мнимую часть и воспользу-

емся приближением ξ≫1:  
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В мнимой части необходимо раскрыть квадрат функции ρ0 ‑ a0 ξ, за счет чего со-

кратятся первые два члена во второй строчке (2.31) и мы получим достаточно ком-

пактное выражение:  
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где первое слагаемое в (2.32) определяет форму пятна Рамана вдоль оси ξ, а второе 

слагаемое дает фазовые осцилляции поля.  
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Рисунок 2.6 Пространственная эволюция интенсивности пучка КР рассчитанная с помощью 

двух-конусной модели КР (2.9) (первый столбец) и бессель-гауссовой модели КР (2.5) (второй 

столбец) для различных значений ОУМ ℓ=0 (первая строка), ℓ=1 (вторая строка) и ℓ=2 (третья 

строка) и ρ0=15. Видно, что с ростом ℓ пятна Рамана смещаются ближе к фокальной плоскости. 

Кроме того, были рассчитаны профили интенсивности пятна Рамана (третий столбец) из точ-

ного решения (синяя пунктирная кривая) и БГ модели (красная сплошная кривая) для различ-

ных значений ОУМ. При расчете профиля интенсивности мы делили на функцию Бесселя в 

(2.33), так как для мод более высокого порядка на оси интенсивность обращается в ноль. 

Подставляя оба аргумента (2.28) и (2.32) в формулу для поля (2.6), получим: 
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 (2.33) 

откуда становится очевидным, что максимальное значение экспоненты достигается 

в точке ξ≈ρ0/a0. Это приводит к сближению пятен Рамана друг относительно друга 

с ростом параметра наклона a0. Полученное утверждение проиллюстрировано на 

Рис. 2.6, на котором рассчитана пространственная эволюция интенсивности пучка 

КР для различных значений индекса ℓ падающей на кристалл лагерр-гауссовой 

моды. 
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Эффект сближения пятен Рамана можно также обнаружить напрямую из тео-

рии Бельского-Хапалюка-Берри. Для случая оптического вихря (n=0) асимптотиче-

ская формула для компонент поля КР вблизи оси ξ имеет вид: 
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 (2.34) 

Можно рассчитать, при каком значении продольной координаты в формулах (2.33) 

и (2.34) экспоненты принимают максимальные значения и получить следующие 

выражения для теории Бельского-Хапалюка-Берри и бессель-гауссовой модели: 
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 (2.35) 

Более наглядное сравнение можно увидеть на Рис. 2.6.  

2.7. Перенормировка параметров бессель-гауссовой модели 

Как было показано ранее, чтобы перейти от электрического поля конической ре-

фракции элегантного лагерр-гауссова пучка (2.9) к эффективному описанию на ос-

нове обобщенных бессель-гауссовых пучков (2.5) необходимо привести фурье-об-

раз поля к виду (2.16). Данное действие позволяет определить параметры бессель-

гауссовой модели. Для того чтобы осуществить вышеупомянутое преобразования, 

ранее мы воспользовались приближением четко-выделенного кольца конической 

рефракции ρ0>>1, что позволило перейти от Фурье-образа (2.16) к функции гаусса 

(2.18). Однако, данный переход перестает быть корректным для фиксированного ρ0 

и достаточно большого оптического заряда ℓ. Это можно понять из рассмотрения 

наблюдаемого радиуса кольца конической рефракции в фокальной плоскости, ко-

торый перестает быть равным в точности R0 (ρ0 в безразмерных единицах) и начи-

нает расти с увеличением оптического заряда ℓ, как показано на Рис. 2.7. Можно 
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дать простое объяснение данному эффекту, если вспомнить, что максимальная ин-

тенсивность оптического вихря с ОУМ ℓ расположена на кольце с радиусом 

rmax=w0√ℓ (ρmax=√ℓ). Поэтому при переходе от области параметров, где ρ0>>ρmax>>1, 

к ρ0≈ 0, должен происходить плавный переход от максимума кольца КР в точке ρ=ρ0 

к ρmax. Это объясняет зависимость радиуса кольца конической рефракции от ОУМ 

ℓ, которая показана на Рис. 2.7 (b-c). Таким образом, для случая больших ОУМ ℓ 

необходимо перенормировать параметры бессель-гауссовой модели.  

 
Рисунок 2.7 (а) Поперечное распределение интенсивности конуса КР С(+) для различных зна-

чений параметра КР: ρ0<<1 (левый рисунок), где ρmax – радиус кольца, зависящий от ОУМ ℓ оп-

тического вихря; ρ0>>1 (правый рисунок), где ρmax полностью определяется параметром КР ρ0; 

переходная область (средний рисунок), где ρmax зависит как от значения ОУМ ℓ, так и от пара-

метра КР ρ0. (б) Зависимость ρmax от параметра КР ρ0 для различных значений ОУМ ℓ. (с) Ради-

альное распределение интенсивности в фокальной плоскости (ξ=0) для конуса КР С(+), рассчи-

танные с помощью двух-конусной модели КР. Численное моделирование выполнено для ρ0=5 и 

значений OУM ℓ=0 (черная сплошная кривая), ℓ=3 (синяя пунктирная кривая), ℓ=6 (красная 

сплошная кривая) и для ℓ=9 (зеленая пунктирная кривая). На рисунке отчетливо видно смеще-

ние максимума интенсивности конуса КР с увеличением ОУМ ℓ. 
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Будем считать, что описание в терминах обобщенных бессель-гауссовых пучков 

справедливо и в случаи больших ОУМ и фурье-образ бессель-гауссова пучка имеет 

вид: 

  ( ) ( ) 2 2 2 ( )

0 0 0( ) exp ( ) / 2 ( ),m mu A a J     

    (2.36) 

где Ã0
(±) – перенормированная комплексная амплитуда, τ̃(±)=ρ̃0±iσ0

2ã0, куда входит 

перенормированный радиус бессель-гауссова пучка ρ̃0 и перенормированный угол 

наклона пучка ã0, которые необходимо найти. Стоит отметить, что мы будем вы-

числять только первую ненулевую поправку к параметрам бессель-гауссовой мо-

дели, так как приближение ρ0>>1 остается справедливым. Таким образом, грубым 

критерием применимости наших расчетов является условие ℓ<ρ0. 

Чтобы учесть влияние больших ОУМ ℓ, необходимо рассматривать так назы-

ваемое “приближение тангенсами” [79] для асимптотического разложения функ-

ции Бесселя на бесконечности:  
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где введено обозначение cos(α)=n/x. Приведем (2.37) к более наглядному виду: 
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 (2.38) 

Из формулы (2.38) становиться очевидным, что, при x>>n, (2.38) переходит в стан-

дартную асимптотику функции Бесселя на бесконечности:  
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Ограничимся первым порядком разложения по 1/x и из (2.38) получим: 
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В нашем случае x=κτ̃(±)=κ(ρ̃0±iσ0
2ã0), т.е. аргумент функции Бесселя – комплексная 

функция, и n=ℓ+m, в результате чего, получим:  
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где мы использовали приближение ℓ>>m. В результате, фурье-образ (2.36) преоб-

разуется в виду: 
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Разлагая функцию 1/κ в (2.41) вблизи κ=a0 до линейного члена, и выбирая перенор-

мированные параметры так, чтобы формула (2.42) в точности совпадала с (2.17), 

после несложных алгебраических преобразований получаем: 
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где мы ввели обозначение q=ℓ2/(2a0
2). Из формулы (2.43) можно сделать вывод, что 

радиус кольца конической рефракции действительно увеличивается с ростом ℓ. 

При этом, параметр наклона a0 также будет увеличиваться с ростом ℓ, но не так 

быстро, как до перенормировки. Таким образом, было показано, что радиус кольца 

КР R0 зависит от величины ОУМ ħℓ и полученную зависимость можно естествен-

ным образом описать в рамках предлагаемой нами бессель-гауссовой модели КР. 

2.8. Коническая рефракция бессель-гауссовых пучков 

В предыдущем пункте нами было найдено соответствие между КР элегантных ла-

ггер-гауссовых пучков и обобщенными бессель-гауссовыми пучками. Для того, 

чтобы изучить полученное соответствие более полно, построим обобщение бес-

сель-гауссовой модели конической рефракции на семейство бессель-гауссовых 

пучков с произвольным орбитальным угловым моментом [A4]. Перед двуосным 
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кристаллом бессель-гауссов пучок (Рис. 2.8) описывается тремя независимыми па-

раметрами: перетяжкой пучка w0, углом под которым лучи сходятся в фокальную 

плоскость γ (γ0= γkw0 – в нормированных координатах) и значением оптического 

заряда ℓ.  

 

Рисунок 2.8 Пространственная эволюция бессель-гауссова пучка с орбитальным моментом 

ħℓ=0 и соответствующие характерные поперечные распределения интенсивности в фокальной 

плоскости и дальнем поле.  

Электрическое поле такого пучка в фокальной плоскости (ξ = 0) в прямом и обрат-

ном пространстве будет иметь вид:  
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где Jn(x) – функция Бесселя первого рода порядка n и In(x) – модифицированная 

функция Бесселя первого рода порядка n.  Рассмотрим, как изменится бессель-гаус-

сов пучок после распространения вдоль одной из осей двуосного кристалла. Далее 

будет показано, что кристалл конической рефракции преобразует бессель-гауссов 

пучок в два обобщенных бессель-гауссовых пучка, изменяя параметры, но не меняя 

их форму. Так, согласно двух-конусной модели КР, электрическое поле конической 

рефракции бессель-гауссова пучка будет иметь вид (2.9) и (2.10), где компоненты 

поля определяются как: 
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Можно аналогично случаю элегантных лагерр-гауссовых пучков и формуле (2.14) 

ввести одномерное преобразование Фурье:  
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и подставляя его в формулы для определения наклона (2.21) и перетяжки (2.22)

пучка конической рефракции, получим:  
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 (2.48) 

где pFq(a1,…,ap; b1,…,bq; z) - обобщенная регуляризированная гипергеометрическая 

функция, Γ(x) – гамма функция . Зависимость параметров пучка после кристалла 

конической рефракции (2.48) от нормированного угла бессель-гауссова пучка γ0 и 

значения углового орбитального момента ℓ показана на Рис. 2.9. 
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Рисунок 2.9 (a-b) Нормированный угол распространения a0 (a) и перетяжка пучка σ0 (b) после 

прохождения через кристалл конической рефракции как функция от угла изначального бессель-

гауссова пучка γ0, рассчитанная при помощи бессель-гауссовой модели конической рефракции. 

Зеленная кривая соответствует бессель-гауссову пучку с орбитальным зарядом равным нулю, а 

красная кривая описывает пучок с орбитальным зарядом ℓ=2, синяя пунктирная кривая - асимп-

тотика при больших углах изначального бессель-гауссова пучка. (c-e) Поперечное распределе-

ние интенсивности в фокальной плоскости (ξ=0) конической рефракции гауссова пучка (с), оп-

тического вихря с ℓ=2 (d) и бессель-гауссова пучка (e). 

При этом видно, что переход от классического двух-кольцевого распределения ин-

тенсивности в фокальной плоскости при конической рефракции гауссова пучка 

(Рис. 1.9c) к многокольцевому распределению интенсивности (Рис. 2.9d-e) может 

быть осуществлен как за счет увеличения оптического заряда пучка (Рис. 2.9d), так 

и за счет роста угла бессель-гауссова пучка (Рис. 2.9e). Объяснение этого факта 

можно получить из Рис. 2.9a, где видно, что угол пучка конической рефракции, 

определяющий число колец, растет как при увлечении угла изначального бессель-

гауссова пучка, так и при росте оптического заряда.  
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2.9. Коническая рефракция обобщенных бессель-гауссовых пучков 

Теперь рассмотрим случай, когда через двуосный кристалл проходит обобщенный 

бессель-гауссов пучок (Рис. 2.10). 

 

Рисунок 2.10 Пространственная эволюция обобщенного бессель-гауссова пучка с орбитальным 

моментом ℓ=0 и соответствующие характерные поперечные распределения интенсивности в 

ближнем и дальнем поле.  

Электрическое поле обобщенного бессель-гауссова пучка в фокальной плоскости 

(ξ = 0) в прямом и обратном пространстве имеет вид:  
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где ρin=Rin/w0– нормированный радиус падающего на кристалл обобщенного бес-

сель-гауссова пучка. Когда радиус пучка равен нулю (ρin=0), обобщенный бессель-

гауссов пучок преобразуется в обычный бессель-гауссов пучок и формулы (2.49)-

(2.50) переходят в (2.44)-(2.45).  

 После прохождения через двуосный кристалл, электрическое поле кониче-

ской рефракции обобщенного бессель-гауссова пучка, согласно двух-конусной мо-

дели конической рефракции, будет описываться формулами (2.9) и (2.10), где ком-

поненты поля определяются как: 
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На Рис. 2.11 показан численный расчет распределения интенсивности в фокальной 

плоскости пучка перед и после кристалла конической рефракции для различных 

значений наклона и радиуса обобщенного бессель-гауссова пучка. Далее, будем 

считать, что исходный свет был линейно поляризован. Рассмотрим сначала случай 

гауссова пучка, когда γ0=ρin=0 (Рис. 2.11а). На выходе из кристалла в фокальной 

плоскости будет наблюдаться классическое двух-кольцевое распределение интен-

сивности (Рис. 2.11b). Радиус кольца Ллойда в фокальной плоскости равен ρ0 и 

определяется параметрами кристалла КР. Теперь, увеличим угол наклона бессель-

гауссова пучка γ0 (Рис. 2.11c), и функция Бесселя начнет накладываться на распре-

деление Гаусса, согласно формуле (2.44). Такая модуляция функцией Бесселя при-

водит к переходу в фокальной плоскости от двух-кольцевого распределения интен-

сивности к многокольцевому, как показано на Рис. 2.11d. Теперь, начнем увеличи-

вать радиус входного пучка ρin (Рис. 2.11e), что приводит к пространственному раз-

делению конусов КР (Рис. 2.11f). Радиус каждого конуса теперь равен ρ0±ρin, однако 
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поляризационная структура конусов совпадает. При дальнейшем увеличении ради-

уса падающего на кристалл пучка ρin (Рис. 2.11g) внутренний конус проходит через 

центр, и распределение интенсивности разворачивается на 180°, а поляризационная 

структура становится противоположной (Рис. 2.11h).  

 

Рисунок 2.11 Распределения интенсивности в фокальной плоскости обобщенных бессель-гаус-

совых пучков (первая строка) и соответствующих пучков конической рефракции для параметра 

конической рефракции ρ0=5 и ℓ=0 (вторая строка). Численные расчеты проводились для значе-

ний параметров γ0=0, ρin=0 (a, b), γ0=5, ρin=0 (c, d), γ0=5, ρin=0.5ρ0 (e, f), и γ=5, ρin=2ρ0 (g, h). 

Чтобы получить простое физическое объяснение для разделения конусов при уве-

личении радиуса исходного пучка, рассмотрим собственные моды кристалла КР. 

Такие моды имеют взаимно противоположную поляризационную структуру. При 

этом, радиус первой собственной моды увеличивается после кристалла КР, а ра-

диус второй уменьшается. Рассмотрим эволюцию обобщенного бессель-гауссова 

пучка внутри кристалла КР (Рис. 2.12a). Перед кристаллом КР показано яркое 

кольцо с радиусом ρin и линейной поляризацией (Рис. 2.12b). Такой пучок можно 

представить в виде суперпозиции двух собственных мод КР. Радиус первой моды 

внутри кристалла КР будет увеличиваться и радиус второй моды будет умень-

шаться, как упоминалось ранее (Рис. 2.12c). Так, когда внутренний пучок проходит 
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через центр, его распределение интенсивности зеркально отражается. Таким обра-

зом, после кристалла КР можно наблюдать две идентичные собственные моды с 

одинаковой поляризационной структурой (Рис. 2.12c) [A5].  

 

Рисунок 2.12 (a) Пространственная эволюция обобщенного бессель-гауссова пучка внутри дву-

осного кристалла. (b-d) Характерные поперечные распределения интенсивности пучка в про-

цессе распространения через кристалл.  

Теперь рассмотрим, каким образом изменяется пространственная эволюция 

конической рефракции в зависимости от параметров обобщенного бессель-гаус-

сова пучка. Из Рис. 2.13a-b видно, что при небольшом увеличение радиуса исход-

ного пучка ρin нарушается симметрия пространственной эволюции пучка кониче-

ской рефракции (Рис. 2.13b). Так, левое пятно Рамана смещается ближе к фокаль-

ной плоскости, а правое наоборот отдаляется от нее.  
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Рисунок 2.13 (a-d) Пространственная эволюция конической рефракции обобщенного бессель-

гауссова пучка для различных значений радиуса исходного пучка ρin. В левом верхнем углу 

каждого рисунка располагается поперечное распределение интенсивности пучка в фокальной 

плоскости. Угол наклона исходного пучка γ0=3, а орбитальный угловой момент ℓ=0.  

При этом, область пересечения конусов КР, где происходит формирование интер-

ференционной картины, сдвигается в правую сторону от фокальной плоскости.  

При дальнейшем увеличении радиуса ρin исходного пучка левое пятно Рамана при 

ρin=ρ0 полностью смещается в фокальную плоскость (Рис. 2.13c). Для ρin>ρ0 оба ко-

нуса имеют одинаковый наклон и пятна Рамана начинают перекрываться в правой 

полуплоскости (Рис. 2.13d), за счет чего формируются интерференционные струк-

туры, похожие на капельные пучки [80] или оптические капсулы [81].  

2.10. Краткие итоги 

 Было показано, что коническая рефракция элегантных лагерр–гауссовых 

пучков может быть эффективно описана через обобщенные бессель-гауссовы 

пучки. Полученное представление имеет неинтегральную структуру и спра-

ведливо во всех пространственных областях, включая фокальную плоскость 

и дальнее поле.  
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 Определены параметры бессель-гауссовой модели. Проведено численное мо-

делирование пространственной эволюции интенсивности конической ре-

фракции элегантного лагерр–гауссова пучка для различных модовых индек-

сов и продемонстрировано хорошее согласие между теорией Бельского-Ха-

палюка-Берри и предложенной бессель-гауссовой моделью. Кроме того, в 

рамках бессель-гауссовой модели получено изящное объяснение перехода от 

классического двухкольцевого к многокольцевому распределению интенсив-

ности конической рефракции в фокальной плоскости при увеличении опти-

ческого заряда падающего на кристалл света [19]. Примечательно, что мате-

матическая элегантность и физическая наглядность предложенной бессель-

гауссовой модели позволили нам предсказать новые явления, такие как сбли-

жение пятен Рамана и зависимость радиуса кольца конической рефракции от 

величины орбитального углового момента света.  

 Полученная модель применена для описания конической рефракции бессель-

гауссовых пучков. Также была рассмотрена коническая рефракция обобщен-

ных бессель-гауссовых пучков и предсказаны новые эффекты, такие как 

сдвиг ллойдовской плоскости, инверсия пятен Рамана и формирование буты-

лочных пучков в дальнем поле пучка.  
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Глава 3 Коническая рефракция частично когерентного излучения 

3.1. Краткое введение 

Исследование конической рефракции нетривиальных оптических пучков в настоя-

щее время является одной из самых новых и интригующих областей исследований. 

В недавних публикациях сообщается о конической рефракции цилиндрических 

[82], бесселевых [83]  и бесель-гауссовых [84], многомодового излучения [85] , и 

конической рефракции векторных пучков с изменяющимся в пространстве состоя-

нием поляризации [86] . В связи с этим изучение конической рефракции частично 

когерентного излучения также становится важным и перспективным направле-

нием. Низкокогерентные источники света, такие как лазерные диоды и светодиоды, 

отличаются значительной простой, компактностью и экономичностью, что позво-

лит создать новые или улучшить уже известные практические применения кониче-

ской рефракции. Кроме того, пространственная когерентность дает дополнитель-

ную возможность управлять свойствами света, помимо уникальных особенностей 

фазового фронта, поляризации и пространственной эволюции конической рефрак-

ции. Как будет показано далее, коническая рефракция частично когерентного из-

лучения позволяет генерировать структурированный свет, который в настоящее 

время представляет большой интерес для теоретических и экспериментальных ис-

следований [1]. Можно назвать несколько примеров структурированного света с 

возможностью управления когерентностью: частично когерентные векторные 

пучки [87], которые сочетают в себе особенности, связанные с поляризацией и ко-

герентностью, и когерентные вихри [88] , которые представляют собой частично 

когерентный свет с ОУМ. Пучки конической рефракции частично когерентного из-

лучения сочетают в себе уникальные особенности как векторных/вихревых пучков, 

так и частично когерентного света. Создание теории таких пучков может значи-

тельно упростить применения структурированного света, связанные с оптическим 

когерентным шифрованием [89], оптической связью в свободном пространстве [90]  

и созданием пучков требуемой формы [91].  
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В данном разделе мы расширим параксиальную модель конической рефрак-

ции на случай света с частичной пространственной когерентностью, используя еди-

ную теорию оптической когерентности. Для проведения численных расчетов, мы 

используем представление взаимной спектральной плотности гауссовского источ-

ника модели Шелла по когерентным модам. Данное представление позволит нам 

выразить корреляционные функции излучения за кристаллом через хорошо извест-

ные интегралы конической рефракции. Для получения аналитических результатов, 

фаза электрического поля входного пучка считалась случайной величиной, что поз-

волило переформулировать и существенно упростить строгую теорию конической 

рефракции частично когерентного излучения. Данный подход позволит рассматри-

вать распространение света через двуосный кристалл точно так же, как и в случае 

когерентного излучения. В результате, будет аналитически и численно рассчитана 

интенсивность излучения конической рефракции частично когерентного света как 

в фокальной плоскости, так и в дальнем поле. Это позволит нам объяснить и строго 

обосновать ранее полученные экспериментальные данные и предсказать новые яв-

ления. К последним относятся контринтуитивный эффект сужения ширины кольца 

конической рефракции, исчезновение темного кольца Поггендорфа в плоскости 

Ллойда и смещение пятен Рамана для низкокогерентного излучения. Мы также 

продемонстрируем универсальную степенную зависимость степени когерентности 

конусов конической рефракции от длины когерентности и бездифракционное рас-

пространение пучка конической рефракции низкокогерентного излучения в даль-

нем поле. 

3.2. Теория конической рефракции частично когерентного излучения 

Построим теорию конической рефракции излучения с частичной простран-

ственной когерентностью [A6]. Для этого будем считать вектор падающего на кри-

сталл электрического поля E(0)(ρ)=Ɛ(ρ)[dL, dR] случайной функцией от поперечной 

координаты. В этом случае вся информация о статистических свойствах поля со-
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держится в наборе корреляционных функций. Далее мы сосредоточимся на корре-

ляционных функциях второго порядка, которые можно использовать для построе-

ния матрицы взаимных спектральных плотностей. Элементы этой матрицы имеют 

вид:  

 (0) (0) (

A1

0)

1 2ll2( ) ( ) ( , ) ,i j ijE E W J ρ ρ ρ ρ  (3.1) 

где <…>All - усреднение по ансамблю всех возможных реализаций стохастического 

вектора электрического поля, включая усреднение как по поляризационным, так и 

по пространственным степеням свободы; W(0)(ρ1,ρ2)=<Ɛ(ρ1)
*Ɛ(ρ2)> - взаимная спек-

тральная плотность падающего на кристалл излучения, содержащая усреднение 

только по случайной комплексной амплитуде электрического поля Ɛ(ρ); 

Jij=<di
*dj>Polarization - матрица когерентности [26]. В уравнении (3.1) предполагается, 

что поляризация света не зависит от поперечной координаты. 

Матрица взаимных спектральных плотностей излучения после кристалла КР 

вводится по аналогии с формулой (3.1) и имеет вид:  

 *

1 2 1 2 All
( , , ) ( , ) ( , ) ,i j i jK E E  ρ ρ ρ ρ  (3.2) 

где удобно будет разделить поляризационные и пространственные степени сво-

боды по аналогии с уравнением (3.1). Для этого воспользуемся явным видом элек-

трического поля излучения (1.20) и преобразуем выражение (3.2) к виду:  

 
*

1 2 1 2

, ,

( , ) ( ) ( ) ,, , ,i j ik js k s

k s R L

K J   


 ρ ρ ρ ρ  (3.3) 

где мы ввели матрицу β: 
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 (3.4) 

элементами которой являются компонентами поля КР (1.20). Из уравнения (3.4) 

очевидно, что каждая компонента <βik
*βjs>  выражается через средние вида <Bν

*Bμ>. 
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В результате, для упрощения формулы (3.3), необходимо ввести дополнительную 

матрицу, элементы которой будут иметь следующий вид: 

 
*

1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , ) ,W      ρ ρ ρ ρ  (3.5) 

похожий на взаимную спектральную плотность падающего на кристалл излучения 

W(0)(ρ1,ρ2) в уравнении (3.1). Похожая матрица была введена в недавней работе [27] 

и названа матрицей когерентности ОУМ (КОУМ), так как она определяет корреля-

цию между компонентами поля с ОУМ, равным ћν и ћμ. Связь между компонен-

тами матрицы взаимных спектральных плотностей (3.2), введенной матрицей 

КОУМ (3.5) и матрицей когерентности имеет следующий вид: 
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 (3.6) 

Зная соотношение (3.6), нетрудно найти связь между интенсивностью КР и матри-

цей КОУМ Wμν. Чтобы получить данное соотношение, нужно переписать матрицу 

взаимных спектральных плотностей и матрицу когерентности в терминах парамет-

ров Стокса [26]:  

 
0 3 1 2

1 2 0 3

, , , ,
,ˆ ,

,

( ) ( ) ( ) ( )1
( , )

( ) ( ) ( ), (2 , , )

S S S iS
K

S iS S S

   


   

  
  

  

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ
 (3.7) 
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Подставляя (3.7) и (3.8) в (3.6), получим выражение для вектора Стокса КР: 
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где мы используем свойство матрицы КОУМ Wνμ(ρ,ρ,ξ)=Wμν(ρ,ρ,ξ)*, справедливое 

для ρ1=ρ2=ρ. В результате интенсивность КР будет равна: 
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ρ

s
 (3.10) 

где s=(s0, s1, s2, s3) - вектор Стокса входного излучения. Для неполяризованного 

света входной вектор Стокса s=(1, 0, 0, 0), и уравнение (3.10) преобразуется к виду:  

 1 1
00 11 1 12 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),, , ,I W W W      ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ  (3.11) 

аналогично формуле (1.19) для когерентного излучения. 

 Также будет полезно ввести частичную пространственную когерентность и в 

двух-конусную модель КР [24,92]. В ее рамках вектор электрического поля за двух-

осным кристаллом можно представить в виде суммы двух конусов КР: E=С(+)+С(−), 

где С(+) - положительный или расходящийся конус, а С(−) - отрицательный или схо-

дящийся конус, соответственно. Матрица КОУМ для двух-конусной модели вво-

дится по аналогии с (3.5): 

 1 2 1 2( ) ( ) ( )*

1 2 1 2( , , ) ( , ) ( , ) ,V C C   

     ρ ρ ρ ρ  (3.12) 

где σ1,2=±. В результате введенные функции (3.12) определяют корреляции между 

компонентой конуса КР с индексом σ1 и дополнительным ОУМ ћν и компонентой 

с индексом σ2 и дополнительным ОУМ ћμ. Связь между корреляционными функ-

циями для теории Бельского–Хапалюка–Берри (3.5) и двух-конусной моделью 

(3.12) имеет вид: 

 1 2

1 2

( )

1 2 1 2

,

( , , ) ( , , ),W V  

   
 

 


 ρ ρ ρ ρ  (3.13) 

где необходимо просуммировать по всем индексам, связанным с конусами КР. 
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 Теперь выразим матрицу КОУМ через взаимную спектральную плотность из-

лучения, падающего на кристалл. Для теории Бельского–Хапалюка–Берри подста-

вим (1.20) в (3.5) и получим следующее соотношение: 
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 (3.14) 

Где W̃(0)(κ1,κ2) - преобразование Фурье взаимной спектральной плотности излуче-

ния: 
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Для двух-конусной модели КР аналогичная (3.15) формула может быть получена 

путем подстановки (1.24) в (3.12): 
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В результате после расчета интеграла (3.14) или (3.16) можно получить полную ин-

формацию об эффектах когерентности второго порядка [26] для поля КР. Однако 

численный расчет многомерных интегралов (3.14) или (3.16) требует больших вы-

числительных ресурсов. Далее, мы значительно упростим полученные выражения 

теории КР частично когерентного излучения, выразив корреляционные функции в 

терминах интегралов теории Бельского-Хапалюка-Берри [23,93] и двух-конусной 

модели КР [24,92]. 

3.3. Гауссовский источник модели Шелла 

В этом разделе, в качестве источника излучения,  мы рассмотрим гауссовский ис-

точник модели Шелла [26]. Его взаимная спектральная плотность имеет следую-

щий вид: 

 
(0) (0) * (0)

1 2 1 2 2 1( , ) ( ) ( ) ( ),W g ρ ρ ρ ρ ρ ρ  (3.17) 
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где Ɛ(0)(ρ) – комплексная амплитуда детерминированного электрического поля в 

фокальной плоскости; g(ρ2-ρ1) - степень пространственной когерентности. Для 

гауссовского источника модели Шелла, который мы будем рассматривать далее, 

амплитуда поля и степень когерентности имеют следующий вид [26]: 

 1

2(0) 2 2

2 2 1( ) exp / 2 , ( ) exp ( ) / 2 ,g           ρ ρ ρ ρ ρ ρ  (3.18) 

где параметр когерентности Δ=w0/RC - это отношение перетяжки пучка w0 к длине 

когерентности или корреляционной длине RC. Параметр когерентности служит ме-

рой «степени глобальной когерентности» источника света [26]. В случае малого 

параметра когерентности (Δ<<1) степень когерентности приблизительно равна 

единице и остается практически неизменной, на характерном масштабе изменения 

интенсивности. Это означает, что источник можно назвать относительно когерент-

ным в глобальном смысле. Напротив, когда параметр когерентности велик (Δ>>1), 

степень когерентности спадает на масштабах, намного меньших, чем перетяжка 

пучка, w0, т. е. можно сказать, что источник излучения является относительно не-

когерентным в глобальном смысле.  

3.4. Представление по когерентным модам 

Хорошо известно, что теорема Мерсера может быть использована для гауссовского 

источника модели Шелла, и взаимная спектральная плотность (3.17) может быть 

выражена в виде [94]: 

      (0)

1 2 , , 1 eff , 2 eff 1 2

0

( , ) / / exp ( ) ,n n n

n

W F F i     
 

 

   ρ ρ  (3.19) 

    2 2 2 2 2

, !(2 ) 1 4 / !; / 2(1 1 2 ),
n

n n t t n t


           (3.20) 

      2 2

, exp / 2 ,n nF u u L u u   (3.21) 

где Ln
ℓ(x) - обобщенный полином Лагерра, σeff=1/(1+2Δ2)1/4 - безразмерная эффек-

тивная ширина моды; а Fn,ℓ(u)exp(iℓφ) и Λn,ℓ - собственные функции и собственные 
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значения интегрального уравнения, ядром которого является взаимная спектраль-

ная плотность [26]. Представление (3.19) можно интерпретировать следующим об-

разом: каждое слагаемое в сумме есть взаимная спектральная плотность для пол-

ностью когерентной лагерр–гауссовой моды. Собственные значения, Λn,ℓ, опреде-

ляют “силу”, c которой разные моды вносят вклад в общую энергию всего луча 

[95]. В то же время моды с разными индексами взаимно некоррелированы друг с 

другом. 

 

Рисунок 3.1 Наглядная иллюстрация разложения по когерентным модам для частично коге-

рентного света до (первый ряд) и после кристалла КР в фокальной плоскости (второй ряд). В 

первом столбце показано поперечное распределение интенсивности полностью когерентного 

гауссова пучка (n=0, ℓ=0). Во втором и третьем столбцах показаны легерр-гауссовы моды с ин-

дексами n=0, ℓ=1 и n=1, ℓ=0. Их некогерентное сложение с другими лагерр-гауссовыми мо-

дами приводит к формированию частично когерентного излучения, как показано в последнем 

столбце. Численное моделирование проводилось при ρ0=6 и Δ=1.25. 

Подставляя в выражение для матрицы КОУМ (3.5) когерентное представле-

ние гауссовского источника модели Шелла (3.19), после несложных алгебраиче-

ских вычислений получим следующее выражение [A7]: 

 1 2 1 2( )*

1 2 , , , 1 , , 2

0

( , , ) ( , ) ( , ) ,i i i

n n n

n

W e B B e    

   
 

   

 

    (3.22) 
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где Bμ,n,ℓ(ρ,ξ) - ставшие уже классическими интегралы Бельского–Хапалюка–Берри 

[23,93]: 

  
22

, , eff , eff 0 2

0

/2( , ) cos( ) ( ),i

n nB d F e J
       





     (3.23) 

где Jm - функция Бесселя первого рода порядка m. Для совпадающих ОУМ (ν=μ) 

элементы матрицы КОУМ (3.22) пропорциональны exp[iμ(φ2-φ1)], а это означает, 

что КР частично когерентного света может быть представлена через частично ко-

герентные вихри [88], имеющие аналогичную вихревую особенность во взаимной 

спектральной плотности. 

 Для двух-конусной модели КР представление по когерентным модам анало-

гично уравнению (3.22): 

 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )*

1 2 , , , 1 , , 2

0

( , , ) ( , ) ( , ) ,i i i

n n n

n

V e C C e        

     
 

   

 

    (3.24) 

где С(σ)
μ,n,ℓ(ρ,ξ) – интеграл двух-конусной модели КР [24,92]: 

    
2( ) 21

, , eff , eff 02

0

/2( , ) ( ) exp ( ).i

n nFC i d i e J





      



      (3.25) 

В результате, используя представление по когерентным модам гауссовского источ-

ника модели Шелла, показано, что матрицу КОУМ для КР частично когерентного 

излучения можно выразить через одномерные интегралы теории Бельского–Хапа-

люка–Берри и двух-конусной модели КР, как это наглядно демонстрируется на Рис. 

3.1. Однако само представление по когерентным модам не дает интуитивной физи-

ческой интерпретации происходящих явлений, возникающих при конической ре-

фракции частично когерентного излучения. Далее нами будет развит аналитиче-

ский подход, который позволит добиться понимания физических процессов, свя-

занных с конической рефракцией частично когерентного излучения. 
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3.5. Псевдо-модовое представление источника модели Шелла 

Попробуем выразить взаимную спектральную плотность (3.17) через когерентные 

пучки, пространственная эволюция которых определялась бы простым и понятным 

законом по аналогии с представлением по когерентным легерр-гауссовым модам 

(3.19). Для этого, воспользуемся псевдо-модовым представлением источника мо-

дели Шелла [96] и перепишем формулу (3.17) в виде [A8]: 

 
(0)

1 2 1 2

* d
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,

2
W p


 ρ ρ ρ q ρ

q
q q  (3.26) 

где p(q) — неотрицательная функция, а Ɛ(q,ρ) — произвольное ядро. Для гауссов-

ского источника модели Шелла, характеризуемого гауссовским профилем интен-

сивности и степенью когерентности (3.18), имеем следующее определение для p(q) 

и Ɛ(q,ρ): 
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 (3.27) 

где g(̃q) - преобразование Фурье степени пространственной когерентности g(ρ). 

Формулы (3.26)-(3.27) можно физически интерпретировать следующим образом: 

до кристалла КР электрическое поле Ɛ(q,ρ) имело детерминированную амплитуду 

Ɛ(0)(ρ), но флуктуирующую фазу Φ=qρ [97]. Таким образом, усреднение по ан-

самблю реализаций данного случайного процесса можно понимать, как интегриро-

вание по всем возможным случайным волновым векторам q с весовой функцией 

g̃(q). При этом, весовая функция содержит всю информацию о когерентности ис-

ходного излучения. В недавней работе также обсуждалось сходство между различ-

ными подходами [98], такими как псевдо-модовое представление (3.26) и представ-

ление по когерентным модам (3.19), и было показано, что оба представленных ме-

тода эквивалентны для рассмотрения эффектов когерентности второго порядка, 

включая распределение интенсивности и степень когерентности. Таким образом, 
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псевдо-модовое представление (3.26) и исходная взаимная спектральная плотность 

(3.17) описывают в точности один и тот же частично когерентный источник. 

 В результате представление (3.26) позволяет существенно упростить вычис-

ление корреляционных функций КР частично когерентного излучения. Сначала 

необходимо рассчитать КР пучка с комплексной амплитудой Ɛ(q,ρ), зависящей от 

случайного волнового вектора q: 

 
( ) ( ) (0)d

( ) exp( ) ( ) ( )., ,
2

,C i G  


  
κ

q ρ κρ κ κ q  (3.28) 

Затем, используя рассчитанное выражение (3.28) для поля КР, после усреднения по 

случайному волновому вектору можно получить матрицу КОАМ (3.12) по анало-

гии с (3.26): 

 1 2 1 2( ) ( ) ( )

1 2 1 2

* ., ,
d

( , , ) ( ) ( ) ( )
2

, ,V g C C   

    


  ρ ρ q q ρ q ρ
q  (3.29) 

Рассмотрим предел высокой пространственной когерентности, когда весовая функ-

цич g̃(q) локализована вблизи малых волновых векторов. Положим продольную ко-

ординату ξ=0, поскольку случай малых волновых векторов далее используется 

только в фокальной плоскости. Компоненты положительного конуса КР удобно 

представить в виде: Сμ
(+)(q,ρ)=Сμ

(+)(0,ρ)exp[A(q,ρ)+iB(q,ρ)], где A и B — амплитуд-

ная и фазовая модуляции, возникающие из-за наличия случайного поперечного 

волнового вектора падающего на кристалл луча. Введенные модуляции задаются 

выражениями: 

 ( ) ( ) ,[ ( ) (e )]R ( , / 0, )A ln С С 

  q ρ ρ  (3.30) 

 ( ) ( ) .[ ( ) (m )]I ( , / 0, )B ln С С 

  q ρ ρ  (3.31) 

Данное представление очень удобно, так как разница между точными компонен-

тами конуса КР Сμ
(±)(q,ρ) и невозмущенным решением Сμ

(±)(0,ρ) крайне мала. По-

этому амплитудную и фазовую модуляции можно рассматривать как очень малые 

величины. Следует отметить, что обе модуляции не зависят от дополнительного 
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ОУМ ћμ, поскольку в пределе хорошо различимого кольца КР (ρ0>>1) он стано-

вится несущественным. Это свойство позволяет перейти от компонент конуса КР 

непосредственно к конусу С(±), заданному формулой (3.28):  

 
( ) ( )( ) ( )exp[ ( ) ( )],, 0, , ,iB    q ρC q ρ q ρC ρ  (3.32) 

где для обоих конусов вводятся только две модуляции, А и В, вместо четырех функ-

ций, A(±) и B(±), так как имеется связь между отрицательными компонентами конуса 

КР и положительными Сμ
(−)(q,ρ,ξ)=Сμ

(+)(-q,ρ,-ξ)*. Для вывода данного соотношения 

мы предполагали, что Фурье компонента амплитуды электрического поля Ɛ̃(0)(κ) 

симметрична при замене поперечного волнового вектора κ на –κ.  

 

Рисунок 3.2  (a)–(b) Поперечные распределения амплитудной модуляции конусов КР в фо-

кальной плоскости. Для численного расчета мы использовали формулу (3.30) и параметры ρ0=5 

и qx=0.4. (c)–(h) Поперечные распределения интенсивности конусов КР в фокальной плоскости, 

рассчитанные по формуле (3.28) для волновых векторов qx=0.4 (c)-(d), qx=1.5 (e)-(f) и qx=8 (g)-

(h). Первая строка соответствует положительному конусу С(+), а вторая — отрицательному ко-

нусу С(−). Для ясности внизу каждого рисунка показаны соответствующие центральные попе-

речные сечения вдоль оси x. 
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В результате, только амплитудная и фазовая модуляции зависят от случайного вол-

нового вектора в формуле (3.32). Оказывается, что амплитудная модуляция, пока-

занная на Рис. 3.2a–b, играет главную роль в формировании новых эффектов в фо-

кальной плоскости. Из Рис. 3.2a–b видно, что амплитудная модуляция положитель-

ного конуса С(+) положительна при ρx>0 и отрицательна при ρx<0 (Рис. 3.2а). В свою 

очередь, амплитудная модуляция, соответствующая отрицательному конусу С(–), 

ведет себя противоположным образом (Рис. 3.2b). Это объясняется тем, что нали-

чие поперечного волнового вектора приводит к распространению светового луча 

под наклоном к оптической оси на угол, пропорциональный модулю волнового век-

тора. В этом случае увеличение волнового вектора трансформирует КР в двулуче-

преломление, что ясно показано на Рис. 3.2c–h [99–101]. Стоит обратить внимание 

на тот факт, что положительному конусу соответствует необыкновенный луч, а от-

рицательному конусу - обыкновенный. 

В то же время, распределения интенсивности в виде полумесяца (Рис. 3.2e-f) 

и ярких пятен (Рис. 3.2g-h) уже нет смысла описывать с помощью амплитудной и 

фазовой модуляций (3.30)-(3.31), так как теперь случайный волновой вектор сильно 

изменяет форму пучка. Поэтому, необходимо вычислить компоненту конуса КР 

(3.28) в явном виде. Поскольку детерминированная амплитуда электрического поля 

Ɛ(0)(ρ) описывается функцией Гаусса (3.18), мы воспользуемся формулой Якоби–

Ангера [102] и проинтегрируем формулу (3.28) по угловой переменной, получая: 
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Уравнение (35) наглядно показывает, что в пределе больших волновых векторов 

пучок КР можно представить в виде суперпозиции прошедших через кристалл бес-

сель-гауссовых мод с различным ОУМ [A4]. Так, если поперечный волновой век-

тор мал, тогда основной вклад в сумму дает член с нулевым ОУМ, и мы получаем 

КР гауссова пучка. Для произвольного значения поперечного волнового вектора 
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становятся важны также более высокие ОУМ. В результате, с увеличением попе-

речного волнового вектора растет вклад высших ОУМ, что приводит к трансфор-

мации конусов КР в пучок, имеющий вид полумесяца, (Рис. 3.2e-f), а затем в яркое 

пятно (Рис. 3.2g-h). 

 Может показаться, что выражение (3.33) является окончательным, поскольку 

интегралы КР не могут быть вычислены в явном виде [103,104]. Однако в пределе 

больших волновых векторов (|q|>>1) можно воспользоваться ранее предложенной 

бессель-гауссовой моделью КР [A1]. В соответствии с идеологией данной модели, 

для вычисления интегралов типа (3.33) необходимо преобразовать вклад exp[-iρ0κ] 

под знаком интеграла. Так, преобразуем экспоненту в функцию Бесселя комплекс-

ного аргумента, используя асимптотическое разложение функции Бесселя [105]: 
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 (3.34) 

и, поскольку функция Бесселя комплексного аргумента имеет следующий асимп-

тотический вид: 
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мы можем выразить (3.34) через (3.35) как: 
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где мы воспользовались тем свойством, что основной вклад в подынтегральное вы-

ражение дают волновые векторы вблизи κ=q. В результате, подставляя (3.36) в вы-

ражение для амплитуды конуса КР (3.33), интегралы по переменной κ легко вычис-

ляются, и мы получаем: 
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 (3.37) 

где Im(x) - модифицированная функция Бесселя порядка m, τ=ρ0+iq - комплексный 

параметр распространения, введенный для описания обобщенных бессель-гауссо-

вых лучей (действительная часть параметра распространения τ дает радиус луча в 

фокальной плоскости ρ0, а мнимая часть определяет угол наклона q относительно 

оси симметрии пучка), ε=q/ρ0 - параметр асимметрии пучка, который задает пере-

ход от распределения интенсивности в виде полумесяца (ε<<1), показанного на 

Рис. 3.2e–f, к ярким пятнам (ε>>1), показанным на рис. 3.2g–h. Для суммирования 

выражения (3.37) по ОУМ заменим экспоненциальную функцию на функцию Бес-

селя комплексного аргумента: 
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и используем теорему сложения Графа [102], получая результирующую формулу:  
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 (3.39) 

где ρξ=ρξnq - вектор, модуль которого определяет радиус пучка при произвольном 

значении ξ и равен ρξ=ρ0+qξ, а его направление задает нормированный поперечный 

волновой вектор nq=q/q; σξ=1+iξ - функция пространственного распространения; В 

случае, когда параметр асимметрии очень велик (ε>>1), то уравнение (3.39) сильно 

упрощается и переходит в гауссов пучок: 
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Следует отметить, что введенные пучки (3.39) очень похожи на асимметричные 

бесселевы пучки [106,107] и бессель-гауссовы пучки [108,109], ранее описанные в 

литературе. Основное отличие состоит в том, что параметр распространения τ те-

перь является комплексной величиной, как и для обобщенных бессель-гауссовых 

пучков [71]. Следовательно, введенные в данной работе пучки следует называть 

обобщенными асимметричными бессель-гауссовыми (ОАБГ) пучками. 

Таким образом, в данном разделе был построен аналитическая теория КР ча-

стично когерентного излучения, основанная на представлении, в котором случай-

ное электрическое поле, падающее на кристалл, имеет детерминированную ампли-

туду, но флуктуирующую фазу. Используя данный подход, мы можем рассчитать 

распространение электрического поля через кристалл КР, как это делалось в коге-

рентной теории, и усреднить флуктуации только на последнем этапе. Для источни-

ков модели Шелла флуктуирующая фаза выражается через случайный волновой 

вектор. Когда случайный волновой вектор мал, пучок КР удобно описывать в тер-

минах амплитудной и фазовой модуляций (3.32). В промежуточном случае, когда 

модуль волнового вектора q много больше единицы, но много меньше нормиро-

ванного радиуса кольца КР ρ0, распределение интенсивности трансформируется в 

полумесяц, описываемый ОАБГ пучком (3.39). В пределе достаточно больших вол-

новых векторов (q>>ρ0) КР полностью переходит в двулучепреломление и выража-

ется через обычные гауссовы пучки (3.40). Далее, мы будем использовать получен-

ные в данном разделе решения, для расчета интенсивности КР в ближнем и дальнем 

поле. 

3.6. Кольца конической рефракции в фокальной плоскости 

В этом разделе мы рассмотрим распределение интенсивности конической ре-

фракции частично когерентного излучения в фокальной плоскости. Для этого об-
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судим эксперимент, опубликованный в работе [A9]. Так, главная цель проведён-

ного эксперимента заключалась в исследовании пучка конической рефракции света 

с частичной пространственной когерентностью.  

 

Рисунок 3.3  Распределение интенсивности пучка конической рефракции в фокальной плоско-

сти (распределение Ллойда). (a-b) Численный расчет при помощи двух-конусной модели кони-

ческой рефракции, и (c-d) экспериментальные результаты. Расчет проводился для степени коге-

рентности αCR=1 и гауссова пучка (а) и для равномерного кругового распределения интенсивно-

сти (flat-top или top hat) и αCR=0 (b). Аналогично, эксперимент проводился для лазерного луча в 

отсутствии вращающейся пластинки, сбивающей когерентность, (c), и вместе с ней (d).   

В качестве источника излучения использовался гелий-неоновый лазер (λ ≈ 

632 нм). Так как свет лазера изначально обладает высокой пространственной коге-

рентностью, в фокальной плоскости наблюдалось типичное двух-кольцевое рас-

пределение интенсивности с четко выраженным темным кольцом Поггендорффа 

(Рис. 3.3(с)). На втором этапе эксперимента, чтобы уменьшить степень простран-

ственной когерентности лазерного луча, была использована вращающаяся матовая 

пластинка. В результате, наблюдалось полное исчезновение темного кольца Пог-

гендорффа в фокальной плоскости для низко-когерентного излучения, как пока-

зано на Рис. 3.3(d).  
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Рисунок 3.4  (a) Схема экспериментальной установки, используемой для получения кониче-

ской рефракции частично когерентного излучения. Свет точечного светодиода коллимировался 

линзой 1 (с различным фокусным расстоянием) и затем фокусировался линзой 2 (фокусное рас-

стояние 100 мм) через двуосный кристалл. ПЗС-матрица, позволяющая проводить измерение 

пространственной эволюции пучка конической рефракции, устанавливалась на подвижку.  

(b) Спектр излучения светодиода.  

На следующем этапе было исследовано влияние частичной пространствен-

ной когерентности на постепенное исчезновение темного кольца Поггендорффа. 

Для этого был поставлен эксперимент, схема которого показана на Рис. 3.4(b). В 

качестве источника излучения использовался мощный красный светодиод с цен-

тральной длиной волны λ ≈ 619 нм. Спектр излучения светодиода показан на Рис. 

3.4(b). Из рисунка можно оценить полуширину спектра, которая составляет при-

близительно 15 нм. Длина временной когерентности при этом равна ~26 мкм. Од-

нако, в параксиальном приближении, минимальная требуемая длина временной ко-

герентности составляет всего ~ 1 мкм и наблюдение интерференционных эффектов 

в описываемых экспериментах оказывается возможным. Поэтому основную роль в 

проделанных экспериментах играла пространственная когерентность излучения 

светодиода, которой управляли за счет уменьшения или увеличения расстояния от 

источника света до точечного отверстия. Диаметр точечного отверстие составлял 

100 мкм. Дифракционная расходимость света после отверстия компенсировалась 

коллимирующей линзой с переменным фокусным расстоянием. Затем, коллимиро-

ванный свет фокусировался Линзой 2 с фокусным расстоянием 100 мм в двуосный 

кристалл с длиной 18 мм, вырезанный вдоль оптической оси. Подобная методика 
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использовалась в первых экспериментах по конической рефракции, выполненных 

задолго до появления лазеров. Выходная картина конической рефракции регистри-

ровалась ПЗС-матрицей, установленной на прецизионной механической подвижке 

с диапазоном перемещения 150 мм. 

 

Рисунок 3.5 (a) Поперечные распределения интенсивности пучка конической рефракции в фо-

кальной плоскости (плоскость Ллойда), полученные экспериментально (первый ряд) и из чис-

ленного моделирования (второй ряд) для диаметра отверстия 100 мкм и расстояния от светоди-

ода до точечного отверстия L1 ~ 17 см (αCR=0.85 и первый столбец), 12 см (αCR=0.74 и второй 

столбец), 8 см (αCR=0.54 и третий столбец) и 3 см (αCR=0.07 и четвертый столбец), соответ-

ственно. Профиль сечения интенсивности пучка вдоль вертикальной оси показан справа от каж-

дого рисунка. 

Излучение от светодиода изначально было полностью некогерентным. Од-

нако, хорошо известно, что в процессе пространственной эволюции пучка харак-

терный пространственный масштаб когерентности растет [26]. Таким образом, при 

фиксированном диаметре точечного отверстия, можно было уменьшать когерент-

ность пучка сокращая расстояние от светодиода до точечного отверстия (Длина L1 

на Рис. 3.3(a)).  

Когда точечное отверстие находится на достаточно большом расстоянии от 

светодиода (L1=17 см), излучение, падающее на кристалл конической рефракции, 

обладает высокой степенью пространственной когерентности. В результате, можно 

наблюдать классическую картину конической рефракции в фокальной плоскости с 
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четко очерченным темным кольцом Поггендорффа, как показано в первом столбце 

на Рис. 3.5. При постепенном уменьшении расстояния L1, темное кольцо стано-

вится все менее и менее выраженным (третий и четвёртый столбцы на Рис. 3.5), что 

связанно с переходом от высокой пространственной когерентности к низкой. В ре-

зультате, темное кольцо полностью исчезает при L1= 3 см, так как степень про-

странственной когерентности излучения стремится к нулю (четвертый столбец на 

Рис. 3.5). Проведенный эксперимент по получению конической рефракции излуче-

ния светодиода полностью согласуются с предыдущими результатами, где в каче-

стве источника излучения использовался лазерный луч, прошедший через мутную 

вращающуюся пластинку.  

3.7. Феноменологическая модель конической рефракции частично коге-

рентного излучения 

Для теоретического описания конической рефракции частично когерентного излу-

чения в работе [A9] была построена феноменологическая модель данного явления. 

В качестве отправной точки была рассмотрена двух-конусную модель конической 

рефракции [24,92], которая подробно обсуждалась в предыдущих разделах. Со-

гласно двух-конусной модели, электрическое поле пучка конической рефракции 

можно выразить в виде суммы двух компонент E=С(+)+С(−), где С(±) принято назы-

вать конусами конической рефракции. В свою очередь, интенсивность света — есть 

сумма интенсивностей каждого из конусов по отдельности и интерференционного 

вклада двух конусов. В соответствии с феноменологической теорией [A9] частич-

ная пространственная когерентность света приводит к следующему изменению ин-

тенсивности в фокальной плоскости: 

 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) ( ) * ( )( ) | ( ) | | ( ) | 2 | ( ) || ( ) | cos[arg ( ( ) ( ))],CRI        ρ ρ ρ ρ ρC C C ρC C C ρ  (3.41) 

где αCR — феноменологическая степень когерентности конусов конической ре-

фракции. При степени когерентности αCR=1 излучение полностью когерентно, и ко-

нусы конической рефракции интерферируют друг с другом, создавая двойное коль-
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цевое распределение интенсивности в фокальной плоскости. В случае низко-коге-

рентного излучения (степень когерентности αCR=0) интерференционный член в 

уравнении (3.41) обращается в нуль, и мы наблюдаем полное исчезновение темного 

кольца Поггендорффа в фокальной плоскости. Если излучение частично когерент-

ное, то степень когерентности αCR принимает значения от нуля до единицы. При 

этом связь между феноменологической степенью когерентности конусов кониче-

ской рефракции и входной пространственной степенью когерентности имеет сле-

дующий простой вид: αCR=g(ρC), где ρC – характерное расстояние, зависящее от рас-

пределения интенсивности входное излучение [A9]. Для описания эксперименталь-

ных данных, показанных на Рис. 3.5,  при помощи формулы (3.41) мы использовали 

следующее выражение для степени когерентности конусов конической рефракции:  

 1

1

2 ( )
;  s

CR

J x r
x kD

x L
    (3.42) 

Которое следует из теоремы Ван Циттерта-Цернике для частично когерентного 

света от абсолютно некогерентного источника радиуса rs. При этом k – волновой 

вектор света в вакууме, D — диаметр точечного отверстия, а L1 — расстояние 

между источником и точечным отверстием (Рис. 3.4). В качестве входного пучка 

мы за место обычного гауссова пучка использовали уплощенные гауссовы пучки 

[110]. Их комплексная амплитуда в прямом и обратном пространстве имеет вид:  
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 (3.43) 

где N – параметр пучка, характеризующий уплощение вблизи максимума интен-

сивности (Рис. 3.6), а 1F1 - вырожденная гипергеометрическая функция. Так, при 

N=0, уплощенный гауссов пучок переходит в обычный гауссов пучок, а при N → ∞, 
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уплощенный гауссов пучок переходит в равномерное круговое распределение ин-

тенсивности (flat-top или top hat). На Рис. 3.6 проиллюстрировано распределение 

интенсивности для гауссова пучка (Рис. 3.6 (а)), уплощенного гауссова пучка с N=3 

(Рис. 3.6 (б)), и цилиндрического пучка (Рис. 3.6 (в)), построенные по формулам 

(3.43).  

 

Рисунок 3.6 (a) Поперечное распределение интенсивности в фокальной плоскости для гаус-

сова пучка (а), уплощенного гауссова пучка с N=3 (б), top hat пучка (в), и соответствующие се-

чения под ними.  

В результате, мы численно рассчитали поперечное распределение интенсивности 

конической рефракции частично когерентного уплощенного гауссова пучка, кото-

рое показано на Рис. 3.3 (a-b). Так, на Рис. 3.3 (a) можно увидеть четкое темное 

кольцо Поггендорфа, когда излучения является полностью когерентным. В свою 

очередь, когда излучения становилось низкокогерентным, темное кольцо исчезало, 

как показано на Рис. 3.3 (b). Численное моделирование конической рефракции ча-

стично когерентного излучения показано на Рис. 3.5. Видно, что результаты чис-

ленного расчета хорошо согласуются с экспериментом. 

3.8. Строгий расчет степени когерентности конусов конической рефракции 

Теперь покажем, что феноменологическая модель частично когерентной ко-

нической рефракции может быть строго обоснована для случая высокой простран-

ственной когерентности, когда параметр когерентности Δ<<1. Также, мы строго 
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докажем соотношение αCR=g(ρC) и найдем явный вид характеристического рассто-

яния ρC, как функцию от распределения интенсивности падающего на кристалл из-

лучения. Будет получено физическое объяснение исчезновения темного кольца По-

ггендорффа при уменьшении пространственной когерентности пучка. Также, мы 

покажем, что в режиме низкой когерентности (Δ>>1), степень когерентности кону-

сов конической рефракции уменьшается в соответствии со степенным законом, ко-

торый, вплоть до постоянного, не зависит от детальной формы входной простран-

ственной степени когерентности. Кроме того, мы предскажем контринтуитивный 

эффект сужения ширины кольца конической рефракции, при снижении когерент-

ности света. 

Во-первых, введем строгое определение степени когерентности конусов ко-

нической рефракции, используя единую теорию оптической когерентности. Это 

можно сделать, если интенсивность излучения выразить аналогично уравнению 

(3.41) в виде:  

  ( ) ( ) ( ) 1/2 ( ) 1/2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) cos arg ,, ,I I I I I         ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ  (3.44) 

где I(±)(ρ)=<|С(±)(ρ)|2> − средняя интенсивность каждого из конусов; и 

γ(ρ1,ρ2)=<С(−)(ρ1)
*С(+)(ρ2)>/I(+)(ρ1)

1/2I(−)(ρ2)
1/2 - нормированная кросс-конусная корре-

ляционная функция, введенная по аналогии с классической задачей интерференции 

света, проходящего через экран с двумя параллельными щелями [26]. Из сравнения 

формул (3.44) и (3.41) очевидно, что модуль нормированной кросс-конусной кор-

реляционной функции играет роль степени конусов конической рефракции:  

 ( ) * ( ) ( ) 1/2 ( ) 1/2| | ( ) ( ) / ( ) ( ) .,CR I I        ρ ρ ρ ρC C ρ ρ  (3.45) 

Как правило, степень когерентности конусов CR, αCR, зависит от поперечного ра-

диус-вектора ρ. Однако мы рассмотрим область вблизи максимума интенсивности 

кольца конической рефракции и, следовательно, ρ≈ρ0. Из формула (3.45) следует, 

что для вычисления степени когерентности αCR, необходимо сначала рассчитать ин-
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тенсивность каждого конуса конической рефракции и кросс-конусную корреляци-

онную функцию. Мы вычислим их с помощью представления флуктуирующей 

фазы (3.29). Далее будет рассмотрено два характерных случая: высокой простран-

ственной когерентности (Δ<<1) и низкой пространственной когерентности (Δ>>1). 

Начнем с рассмотрения конической рефракции излучения с высокой про-

странственной когерентностью (Δ<<1). В этом предельном случае для расчета кор-

реляционных функций используем формулу (3.32), согласно которой слабые фазо-

вые флуктуации исходного излучения создают амплитудные и фазовые флуктуа-

ции электрического поля конусов конической рефракции. Найдем в явном виде за-

висимость формы флуктуаций излучения конической рефракции от флуктуаций ис-

ходного поля. Для этого разложим выражения для амплитудной (3.30) и фазовой 

(3.31) флуктуаций по малому случайному волновому вектору в ряд Тейлора до вто-

рого порядка. Затем, подставим полученные разложения в выражения для электри-

ческого поля конусов конической рефракции (3.32). В результате, скалярное про-

изведение векторов электрического поля одинаковых и противоположных конусов 

будет иметь вид:  

 
2

2 2
( ) ( )( ) (0 ) exp 2 ,, , i i j

i iji i j

q q q
q q q

  
  

   
    

 q ρ ρC C  (3.46) 

 
2 2

( ) * ( ) ( ) * ( )( ) ( ) ( ) ( )exp ., , 0, 0, i j

ij i j i j

B
i q q

q q q q

   
   

          
C Cq q ρC ρ Cρ ρ  (3.47) 

Интенсивность конусов и кросс-конусную корреляционную функцию можно полу-

чить из (3.46) и (3.47) путем усреднения по случайному волновому вектору: 

 
2 2

( ) ( ) ( )d
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2
,I g



    
q

C C qqρ ρ ρ  (3.48) 

 ( ) * ( ) ( ) * ( )d
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ).

2
g



    
q

C C q ρC q C qρ ρ ρ  (3.49) 
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Воспользуемся хорошо известным свойством усреднения экспоненциальных функ-

ций:  

   22exp 2 exp / 2 ,i i ij i j i ii

i ij i

q q q   
   

     
  

   q  (3.50) 

которое действительно в пределе малых случайных волновых векторов, а также ко-

гда среднее значение <qi>=0 и дисперсия <qiqj>=<q2>δij/2, где δij - символ Кроне-

кера. Эти условия выполняются, если весовая функция g̃(q) не зависит от угловой 

переменной θq. В результате мы получаем следующее выражение: 

  
2

( ) ( ) 2 2( ) ( ) exp 2( / 2 ,0,I          ρ qC ρ  (3.51) 

   ( ) * ( ) ( * ) 2) (( ) ( ) ( ) ( )exp / 2 ,0, 0, i B      C ρ C ρ qCρ Cρ  (3.52) 

где ∇ и ∆ - операторы Набла и Лапласа, действующие на переменную q, соответ-

ственно. Из (3.51) следует, что интенсивность конусов будет содержать только 

вклады от амплитудной флуктуации A. Более того, вклад, пропорциональный ∆A, 

входит в оба выражения (3.51) и (3.52), в то время как фазовая флуктуация входит 

только в кросс-конусную корреляционную функцию (3.52).  

Введем характерное расстояние ρC=2∇A, которое выражается через ампли-

тудную флуктуацию (3.30). Также, используем соотношение между средним зна-

чением квадрата волнового вектора, производной от входной степени когерентно-

сти <q2>=-2∂2g(ρ)/∂ρ2, и приближение малых флуктуаций, в рамках которого спра-

ведливо: 

 
2 2

2 2

2 2

1 1
e ./xp 1 1 ( )

2 2
С С C

g g
g 

 

 
   
 

 


 
  (3.53) 

В результате, интенсивность конусов конической рефракции и модуль кросс-ко-

нусной корреляционной функции в режиме высокой пространственной когерент-

ности (Δ<<1) будут иметь следующий вид:  
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2

( ) ( )

C( ) ( ) / ( ),0,I g  Cρ ρ ρ  (3.54) 

 ( ) * ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , ,0 0   C ρ ρ ρC | || ρC C |  (3.55) 

где С(±)(0,ρ) – конус конической рефракции когерентного излучения, а ρC=2∇A - 

характерное расстояние, которое выражается через амплитудную флуктуацию 

(3.30). Для вычисления расстояния ρC, необходимо найти явный вид компонент 

электрического поля конусов конической рефракции, определяемых формулой 

(3.28). В фокальной плоскости компоненты электрического поля будут иметь вид:  

 
( ) (0)

0

1 d
( ) exp( )

2 2
, ( ).C i i i  



   
κ

q ρ κρ κ q  (3.56) 

Данное выражение значительно упрощается, если мы рассмотрим предел четко вы-

раженного кольца конической рефракции ρ0>>1, а также будем считать радиальную 

координату равной радиусу кольца ρ=ρ0. Используя метод стационарной фазы, 

проинтегрируем выражение (3.56) по угловой переменной, получая: 

 4( ) 1/2 (0)

0

0

2 2

0

1
( ) ( 2 ),

2
,

i i

rC ρ ,
ρ

e d q




   





   q qe  (3.57) 

где мы использовали независимость преобразования Фурье Ɛ̃(0)(κ) от угловой пере-

менной, что соответствует радиально-симметричной амплитуде поля Ɛ(0)(ρ). Следо-

вательно, поскольку модуль случайного волнового вектора можно считать малым 

(q<<κ) в пределе высокой пространственной когерентности, используем разложе-

ние подынтегрального выражения (3.57) в ряд Тейлора: 

 ( ) 1/2 1/2 (0
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)4

0 0

1
( ) ( ),,
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i i
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q  (3.58) 

Зная выражение для компоненты электрического поля конуса конической рефрак-

ции (3.58), найдем амплитудную флуктуацию A используя формулу (3.30). После 
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этого получаем выражение для характерного расстояния ρC=2∇A, от которого зави-

сит степень входной когерентности в выражении (3.54): 

 1/2 (0) 1/2 (0)

C

0 0

( ) / ( ),r d d   
 

  ρ e  (3.59) 

где er=[cos(φ), sin(φ)] - радиальный единичный вектор в полярной системе коорди-

нат.  

В результате, используя выражения (3.45)–(3.59), можно связать степень ко-

герентности конусов конической рефракции αCR и входную пространственную сте-

пень когерентности g(ρ) следующим простым и элегантным образом: 

 C( ),CR g  ρ  (3.60) 

что доказывает соотношения между входной и выходной степенью когерентности, 

феноменологически полученные в работе [A9]. Из уравнения (3.60) следует, что 

уменьшение когерентности входного пучка приводит к исчезновению интерферен-

ции между конусами конической рефракции, показанной на Рис 3.7(a). На первый 

взгляд кажется, что поведение степени когерентности конусов можно объяснить за 

счет уменьшения числителя в уравнении (3.45) с фиксированным знаменателем. 

Такое утверждение типично для теории оптической когерентности и связано с фа-

зовыми флуктуациями, которые наблюдаются в кросскорреляционной функции, но 

исчезают в интенсивности пучка. Однако анализ уравнений (3.55)‑(3.54) приводит 

к противоположному выводу. В рассматриваемой задаче кросскорреляционная 

функция (3.55) не изменяется, а интенсивность увеличивается, так как становится 

обратно пропорциональна входной пространственной степени когерентности. Та-

кое нетипичное поведение обусловлено критической ролью амплитудных, а не фа-

зовых флуктуаций.  
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Рисунок 3.7  (а) Наглядный переход от высокой (Δ<<1) к низкой (Δ>>1) пространственной ко-

герентности на примере профиля интенсивности пучка конической рефракции в фокальной 

плоскости. (b) Зависимость степени когерентности αCR конусов конической рефракции от пара-

метра когерентности Δ. Расчет проводился с использованием интегралов двух-конусной модели 

(3.45) (черная кривая), приближения высокой когерентности (3.60) (красная кривая) и низкой 

когерентности (3.70) (синяя кривая). (c) Профиль интенсивности света для положительного ко-

нуса конической рефракции в плоскости Ллойда для различных параметров когерентности Δ. 

(d) Полная ширина на уровне половины высоты (FWHM) конуса конической рефракции в зави-

симости от параметра когерентности Δ. Соответствующие поперечные распределения интен-

сивности показаны сверху (a), (c), (d). Нормированный радиус кольца конической рефракции 

равен ρ0=6. 

Амплитудные флуктуации положительного и отрицательного конусов кони-

ческой рефракции наглядно показаны на Рис. 3.2 (a-b). Видно, что в каждой точке 

пространства положительный и отрицательный конусы имеют противоположные 

знаки амплитудной флуктуации. Таким образом, амплитудные флуктуации ком-
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пенсируют друг друга, когда мы рассматриваем произведение двух различных ко-

нусов определяющее кросскорреляционную функцию (3.55). Следовательно, крос-

скорреляционная функция (3.55) не будет зависеть от когерентности входного из-

лучения. Однако, при произведении двух одинаковых конусов, амплитудные флук-

туации удваиваются. Следовательно, интенсивность (3.54) приобретает сильную 

зависимость от когерентности входного света. Таким образом, амплитудные флук-

туации поля конической рефракции являются физической причиной появления сте-

пени когерентности, αCR. Сравнение степени когерентности конусов конической 

рефракции, полученной из уравнения (3.60), и численного моделирования показано 

на Рис. 3.7(b), где наблюдается хорошее согласие между аналитическими и числен-

ными результатами. 

Теперь рассмотрим случай низкой пространственной когерентности. Ра-

нее, когда свет был высококогерентным, мы использовали для вычисления корре-

ляционных функций по формуле (3.29) выражение для конусов конической рефрак-

ции (3.32), предполагая малость флуктуаций электрического поля. Однако, когда 

когерентность света низкая, флуктуации больше нельзя считать малыми. В этом 

случае, электрическое поле отдельного конуса конической рефракции нужно опи-

сывать при помощи ОАБГ пучков (3.39). Усредняя ОАБГ пучки по случайному 

волновому вектору согласно формуле (3.29) мы можем получить интенсивность ко-

нусов конической рефракции и кросс-конусную корреляционную функцию, а затем 

рассчитать степень когерентности конусов конической рефракции по формуле 

(3.45). Оказывается, для вычисления интенсивности конусов можно за место ОАБГ 

пучков (3.39) использовать более простые гауссовы пучки (3.40), получая следую-

щее простое выражение: 
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где интенсивность конуса явно не зависит от входной пространственной степени 

когерентности. Когда радиус кольца много больше его полуширины (ρ0>>1), 
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можно заменить модифицированную функцию Бесселя в формуле (3.61) на ее 

асимптотику. В результате, интенсивность кольца конической рефракции будет 

описываться функцией Гаусса I(±)(ρ)∝exp[-(ρ-ρ0)
2]. Данный факт можно понять 

напрямую из формулы (3.61). Так, результирующая интенсивность пучка форми-

руется из некогерентной суперпозиции гауссовых пучков, центры которых распо-

ложены на кольце радиуса ρ0.  Усредняя по расположению центров пучка, мы по-

лучаем кольцевое распределение интенсивности с радиальным профилем, описы-

ваемым функцией Гаусса. Однако удивительно, что полуширина кольца для неко-

герентного излучения, определяемая выражением (3.61), будет меньше, чем для 

полностью когерентной конической рефракции, как показано на Рис. 3.7(d). Дан-

ный необычный эффект можно легко объяснить, если внимательно рассмотреть 

случай когерентной конической рефракции. Ранее, нами было показано, что угло-

вой спектр когерентного кольца конической рефракции локализован сильнее, чем 

спектр исходного гауссова пучка [A1]. В результате, полная ширина на уровне по-

ловины высоты (FWHM) кольца конической рефракции будет больше, чем FWHM 

входного гауссова пучка. Однако, когда излучения низкокогерентное, FWHM 

кольца конической рефракции совпадает с FWHM исходного пучка, согласно фор-

муле (3.61). Таким образом, уменьшение пространственной когерентности света 

приводит к эффективному уменьшению FWHM кольца, как показано на Рис. 3.7(d). 

Теперь вычислим степень когерентности конусов конической рефракции, 

αCR, для низкокогерентного излучения, используя ранее полученную формулу 

(3.45). Для этого необходимо рассчитать кросс-конусную корреляционную функ-

цию (3.49) и интенсивность конусов конической рефракции (3.48). Ранее мы уже 

рассчитали интенсивность конусов конической рефракции в низко-когерентном 

пределе (3.61), а теперь займемся вычислением кросс-конусной корреляционной 

функции (3.49). Для этого мы воспользуемся явной зависимостью компонент кону-

сов конической рефракции от случайного волнового вектора (3.39). Так как рас-

сматривается фокальная плоскость, воспользуемся свойством ρ≈ρ0>>1, что позво-
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лит нам заменить модифицированную функцию Бесселя ее асимптотикой при боль-

ших значениях аргумента функции. В результате, в выражение для кросс-конусной 

корреляционной функции (3.49) войдет следующее произведение конусов кониче-

ской рефракции: 
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где мы предположили, что излучения – не поляризовано. Функция (3.62) имеет мак-

симальное значение в области, где случайный волновой вектор q≈1-2, и параметр 

ассиметрии ε=q/ρ0<<1. В результате, мы можем значительно упростить выражение 

(3.62):  

 ) 2

0

( ) * (

0

0

( ) ( ) exp ., , 2
2

q
ρ , ρ , i q 



      C q qC  (3.63) 

Кроме того, поскольку интенсивность конусов (45) при ρ=ρ0 будет равна: 

 0
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000

2
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1
( ) exp 2 2 4 ,( ) 1/

2
ρ ,I I         (3.64) 

и степень когерентности (3.45) преобразуется к виду: 

 
2 2
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2 ( ) exp .2CR qq g qd q 


     (3.65) 

Чтобы выразить степень когерентности конусов конической рефракции в терминах 

входной степени когерентности g(ρ), мы воспользуемся преобразованием Ханкеля: 
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В результате, степень когерентности конусов конической рефракции зависит от 

входной пространственной степени когерентности в соответствии со следующим 

законом: 

 
0

( ) ( ),CR d g f    


   (3.67) 

где f(ρ)=πexp[-ρ2/16]M1,0(ρ
2/8)/2, а Mk,μ(x) - функция Уиттекера. В пределе низкой 

пространственной когерентности (Δ>>1) входная пространственная степень коге-

рентности g(ρ) локализована на гораздо меньших масштабах порядка 1/Δ, чем 

функция f(ρ). Следовательно, в выражении под знаком интеграла функцию f(ρ) 

можно замененить на f(0)=π/4√2. В результате степень когерентности конусов ко-

нической рефракции преобразуется к виду: 

 
0

( ) ( ).
4 2 4 2

CR d g g
 

  


    (3.68) 

Получим в явном виде зависимость степени когерентности, αCR, от параметра коге-

рентности Δ из формулы (3.68). Как уже упоминалось, степень пространственной 

когерентности исходного пучка, g(ρ), локализована на масштабах 1/Δ; следова-

тельно, в выражении (3.68) можно сделать замену переменных u=Δρ. В свою оче-

редь, интеграл ∫duug[u/Δ]  больше не зависит от параметра когерентности Δ.  

В результате, степень когерентности конусов конической рефракции умень-

шается обратно пропорционально квадрату параметра когерентности:  

 
2 2

0/ )1 / (CR gw w     (3.69) 

В случае гауссовского источника модели Шелла, степень когерентности αCR легко 

вычислить, используя формулу (3.68): 
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что подтверждает степенное поведение степени когерентности в пределе низкой 

пространственной когерентности (Δ>>1). Физически, данный эффект может быть 

объяснен следующим образом: как уже упоминалось ранее, интенсивность конуса 

(3.61) в пределе низкой когерентности не зависит от параметра когерентности Δ. 

Таким образом, основной вклад в степень когерентности (3.45) вносит кросс-ко-

нусная корреляционная функция, получаемая при усреднении по случайным вол-

новым векторам (3.29). В случае низкой пространственной когерентности, 

наибольший вклад вносят случайные волновые векторы в круговой полоске, ради-

уса порядка q≈1-2. Площадь этой области в q-пространстве равна S0 ∝ 1. Однако 

весовая функция g̃(q) не равна нулю в области SAll ∝ Δ2. Таким образом, чем меньше 

степень когерентности и чем больше параметр когерентности Δ, тем меньше отно-

шение волновых векторов, которые вносят вклад в степень когерентности αCR ∝ 

S0/SAll ∝1/Δ2∝(RC/w0)
2. На Рис. 3.7 показана полученная степенная зависимость в 

сравнении с численным расчетом степени когерентности αCR для гауссовского ис-

точника модели Шелла. На рисунке также можно наблюдать, как происходит пере-

ход от высокой пространственной когерентности (3.60) к низкой пространственной 

когерентности (3.70). 

В результате, данный раздел посвящен поведению степени когерентности ко-

нусов конической рефракции в пределе высокой и низкой пространственной коге-

рентности, а также описанию контринтуитивного эффекта сужения кольца кониче-

ской рефракции при снижении когерентности излучения. В следующем разделе мы 

рассмотрим, как дальнее поле пучка конической рефракции зависит от когерентно-

сти падающего на кристалл излучения. 

3.9. Дальнее поле конической рефракции частично когерентного излучения 

Рассмотрим, как когерентность света влияет на формирование пятна Рамана вблизи 

оси распространения (ρ≈0) (Рис. 3.8a). Будем считать, что  источник света неполя-

ризованный, поэтому интенсивность пучка выражается через диагональные эле-

менты матрицы КОУМ Wμμ(ρ,ρ,ξ), в соответствии с формулой (3.11). В результате, 
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мы можем интерпретировать функцию Wμμ(ρ,ρ,ξ), как интенсивность света с задан-

ным ОУМ, равным ћμ. Для вычисления элементов матрицы КОУМ в дальнем поле 

(ξ > 1) можно непосредственно использовать многомерный интеграл (3.14). Вос-

пользуемся методом стационарной фазы, проинтегрировав (3.14) по всем радиаль-

ным переменным, получая: 
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 (3.71) 

где n1,2=[cos(θ1,2), sin(θ1,2)] – вектора нормали, а θc=ξ(2+1/Δ)1/2/ρ0 – корреляционный 

угол. Чтобы понять физический смысл уравнения (3.71), заметим, что под знаком 

интеграла стоит произведение двух комплексных амплитуд плоских волн exp[-iκ1ρ]  

и exp[iκ2ρ], с волновыми векторами κ1,2= ρ0n1,2/ξ. Усредняя данное произведение с 

весовой функцией exp[-(n2-n1)
2/2θc

2] по всем возможным направлениям, мы полу-

чаем искомые диагональные элементы матрицы КОУМ. Когда излучение коге-

рентно (Δ<<1), корреляционный угол θc∝Δ-1/2>>1. В результате весовая функция 

exp[‑(n2‑n1)
2/2θc

2]≈1 и плоские волны в выражении (3.71) коррелируют друг с дру-

гом. В этом случае, интегралы по углам могут быть легко вычислены, и мы полу-

чим хорошо известное выражение [23], Wμμ(ρ,ρ,ξ) ∝ Jμ(ρρ0/ξ)2, т.е. для когерентного 

света вблизи оси в дальнем поле пятно Рамана формируется из нескольких бессе-

левых лучи с ОУМ ћμ, где μ=0,±1. Аналогичный результат также справедлив для 

света с низкой пространственной когерентностью (Δ>>1) в области, где нормиро-

ванная продольная координата больше нормированного радиуса кольца кониче-

ской рефракции (ξ>ρ0). Это связано с тем, что корреляционный угол в этой области 

также намного больше единицы (θc∝ξ/ρ0>1), как и в случае когерентного света. 

Данное утверждение согласуется с теоремой Ван Циттерта–Цернике [26], согласно 
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которой поперечный радиус пространственной когерентности света увеличивается 

с удалением от источника.  

 

Рисунок 3.8  Пространственная эволюция распределения интенсивности пучка конической ре-

фракции для (a) высоко- и (b) низкокогерентного света, с Δ=0 и Δ=2, соответственно. Числен-

ный расчет осуществлялся на основе модового разложения (3.22). Для наглядности внизу каж-

дого рисунка показан профиль интенсивности вдоль оси распространения. 

Однако, если продольная координата меньше радиус кольца конической рефракции 

(ξ<ρ0) и свет низкокогерентный, тогда корреляционный угол θc будет намного 

меньше единицы (θc∝ξ/ρ0<1). В этом случае элементы матрицы КОУМ (3.71) легко 

вычисляются, и мы получаем следующее простое выражение для интенсивности 

конической рефракции низко-когерентного излучения (3.11): 
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где I0(x) – модифицированная функция Бесселя. В выражении (3.72) функция 

exp[‑ρ0
2/2Δ2ξ2]/ξ2 отвечает за продольную пространственную эволюцию. Из нее не-

сложно получить положение максимума интенсивности пучка, который находится 

в точке ξmax=ρ0/Δ√2. Так, уменьшение когерентности пучка, сопровождающееся 

увеличением параметра когерентности Δ, приводит к смещению пятен Рамана 

ближе к фокальной плоскости, как показано на Рис. 3.8b. Физику обнаруженного 

эффекта легко понять, если рассмотреть поперечный волновой вектор электриче-

ского поля падающего на кристалл, как случайную величину, согласно формуле 
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(3.26). Очевидно, что уменьшение когерентности (увеличение параметра когерент-

ности Δ), приводит к увеличению характерного случайного волнового вектора 

пучка. В свою очередь, чем больше поперечный волновой вектор, тем больше угол 

схождения лучей, формирующих пятно Рамана вблизи оси распространения. В ре-

зультате уменьшение когерентности света приводит к сближению пятен Рамана 

друг к другу.  

Теперь перейдем к рассмотрению поперечного распределения интенсивно-

сти, которое задается функцией exp[‑ρ2/2]I0(ρ
2/2) в выражении (3.72). Как легко убе-

диться, полуширина поперечного распределения интенсивности не зависит от про-

дольной координаты ξ. Это означает, что пучок конической рефракции частично 

когерентного излучения распространяется в дальнем поле без дифракции. Данный 

эффект является крайне контринтуитивным, так как уменьшение когерентности 

гауссовского источника модели Шелла, наоборот, увеличивает дифракционную 

расходимость пучка в дальнем поле.  

Для объяснения бездиффракционного распространенения пучка конической 

рефракции низкокогерентного излучения, мы предложили объяснение, основанное 

на многомодовой структуре низкокогерентного света. Разложим интенсивность ко-

нической рефракции частично когерентного света (3.72) по пучкам с более простой 

и понятной пространственной эволюцией: 

   22 2

0 0

2( ) / exp ,, /m
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I mJ   




   ρ  (3.73) 

где каждый Бесселев пучок сам по себе испытывает дифракционное расширение. 

При этом, весовая функция задается экспонентой exp[-m2ξ2/ρ0
2] и тоже зависит от 

продольной координаты ξ. Используя полученное разложение (3.73), легко оценить 

полуширину интенсивности пучка (3.73). Так, полуширина моды с индексом m на 

расстоянии ξ от фокальной плоскости пропорциональна w≈mξ /ρ0, т. е. чем больше 

продольное расстояние ξ, или индекс моды m, тем больше полуширина Бесселева 

пучка. Однако число мод, участвующих в формировании интенсивности пучка 
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(3.73), ограничено весовой функцией exp[-m2ξ2/ρ0
2] и равно mmax≈ρ0/ξ. Таким обра-

зом, число мод будет уменьшаться с увеличением осевого расстояния ξ. Поэтому, 

подставляя индекс максимальной моды mmax в полуширину моды w, получаем w∝1. 

Как и ожидалось, полуширина интенсивности пучка конической рефракции ча-

стично когерентного излучения не зависит от расстояния ξ, так как эффект дифрак-

ционного уширения компенсируется многомодовой структурой частично когерент-

ного излучения. 

Необходимо отметить, что данные результаты получены для гауссовского ис-

точника модели Шелла. Однако, можно ли обобщить их на более общий случай? 

Далее мы покажем, что бездифракционное распространение и сближение пятне Ра-

мана при уменьшении когерентности справедливо для произвольного низко-коге-

рентного источника, который описывается с помощью модели Шелла. Для этого, 

вернемся к определению элементов матрицы КОУМ (3.14), которые имеют физи-

ческий смысл интенсивности света с заданным ОУМ, равным ћμ. Для ее вычисле-

ния необходимо знать преобразование Фурье взаимной спектральной плотности 

излучения W̃(0)(κ1,κ2). Ранее мы ограничивали себя случаем гауссовского источника 

модели Шелла (3.18), однако теперь рассмотрим более общий случай модели 

Шелла (3.17). Когда излучение низко когерентное, взаимную спектральную плот-

ность (3.17) можно преобразовать к более простому виду:  

 (0) (0) 1 2
1 2 2 1( , ) ( ),

2
W I g

 
  

 

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ  (3.74) 

где мы воспользовались свойством, что пространственная степень когерентности 

g(ρ) локализована на длине когерентности RC, которая, в случае низкой-простран-

ственной когерентности, много меньше, чем характерный масштаб w0 для распре-

деления интенсивности I(0)(ρ)=|Ɛ(0)(ρ)|2  (параметр когерентности Δ=w0/RC>>1). Зная 

взаимную спектральную плотность (3.74) в прямом пространстве, найдем ее Фурье-

образ, используя формулу (3.15):  
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где волнистой линией обозначается Фурье-образ функции. Подставим полученную 

функцию в интенсивность конической рефракции частично когерентного излуче-

ния с заданным ОУМ, равным ћμ. В результате, после некоторых математических 

преобразований, подробно описанных в начале раздела, получим:  
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 (3.76) 

Выразим формулу (3.76) через интенсивность источника в прямом пространстве:  
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Проанализируем полученную формулу (3.77). Во-первых, ее можно условно разде-

лить на произведение двух слагаемых, до и после знака интеграла. Выражение пе-

ред знаком интеграла определяет продольную пространственную эволюцию интен-

сивности излучения в дальнем поле, так как зависит только от продольной коорди-

наты ξ. Профиль интенсивности вдоль оси распространения задается Фурье-обра-

зом степени пространственной когерентности источника с аргументом, обратно 

пропорциональным продольному расстоянию. В свою очередь, выражение правее 

знака интеграла в (3.77) характеризует пространственную эволюцию поперечного 

распределения интенсивности и пропорционально интенсивности источника. В ре-

зультате, продольная эволюция полностью определяется степенью пространствен-

ной когерентности источника и масштабом длины когренетности RC, а поперечное 

распределение, наоборот, зависит от интенсивности источника и от связанного с 

интенсивностью характерного масштаба w0.   
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 Обсудим, каким образом из выражения (3.77) возникает бездифракционная 

пространственная эволюция. Во-первых, дадим физическую интерпретацию для 

выражения (3.77). Для этого снова обратимся к виду взаимной спектральной плот-

ности источника излучения (3.74). Так, в случае низкой пространственной коге-

рентности можно считать, что пучок разбивается на пространственные области по-

рядка длины когерентности. Каждая такая область когерентна относительна себя, 

но некогерентна по отношению к другим областям. При этом, каждая такая область 

будет создавать свое кольцо конической рефракции в фокальной плоскости, кото-

рое будет формировать пятно Рамана в дальнем поле. Причем, если область сдви-

нута относительно оси распространения на вектор R, то кольцо и соответствующее 

пятно Рамана также будет сдвинуто на вектор R. В результате, интенсивность ко-

нической рефракции в дальнем поле будет определяться интенсивностью индиви-

дуального пятна Рамана, сдвинутого относительно оси распространения на вектор 

R с весовым коэффициентом равным интенсивности источника в точке R. При 

этом, чтобы получить конечную формулу, необходимо проинтегрировать по всем 

векторам R. Данное рассуждение полностью объясняет форму поперечного распре-

деления интенсивности в (3.77). 

В результате, так как интенсивность в дальнем поле определяется сверткой 

интенсивности исходного пучка и интенсивности когерентного пятна Рамана, то 

возникает два характерных масштаба: перетяжка исходного пучка, которая не за-

висит от координаты, а также ширина когерентного пятна Рамана, которая линейно 

растет с расстоянием. Можно выделить два предельных случая. Очень далеко, где 

ширина когерентного пятна Рамана много больше перетяжки, каждое когерентное 

пятно Рамана лишь слегка сдвигается относительно оси распространения, и по-

этому результирующая интенсивность определяется шириной когерентного пятна 

Рамана и расширяется за счет дифракции. Во втором предельном случае, когда ши-

рина когерентного пятна Рамана много меньше перетяжки, некогерентное пятно 

содержит в себе большое число узких когерентных пятен Рамана. Они заполняют 
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собой пространственную область с шириной порядка перетяжки, которая не зави-

сит от координаты. И в результате, пучок будет распространяться без дифракции. 

Если бы кристалла конической рефракции не было, то ширина когерентного пучка 

в дальнем поле всегда была бы больше перетяжки. Поэтому, можно сказать, что 

бездифракционное распространение возникает за счет интерференционной фоку-

сировки в когерентный бесселев пучок, ширина которого может быть много 

меньше перетяжки пучка.  

Исчезновение зависимости поперечного распределения интенсивности в об-

ласти где возникает бездфиракционное распространение пучка можно проследить 

напрямую из формулы (3.77). Используем факт, что характерный масштаб попе-

речного распределения интенсивности пятна когерентного Рамана, который зада-

ется квадратом функции Бесселя в формуле (3.77), много меньше, чем масштаб по-

перечного распределения интенсивности источника. Наивно можно предположить, 

что в аргументе интенсивности источника можно заменить переменную интегри-

рования R на поперечный радиус вектор ρ. Это позволит вынести интенсивность 

источника из под знака интеграла в выражении (3.77). Однако, оставшийся инте-

грал с квадратом функции Бесселя расходится на больших расстояниях. В резуль-

тате, однозначно можно сказать, что форма поперечного распределения интенсив-

ности не повторяет форму интенсивности источника излучения. Чтобы аккуратно 

обойти возникающую расходимость, заменим функцию Бесселя на ее асимптотику 

при больших значениях аргумента:  
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Далее мы пренебрежем осциллирующим вкладом. В результате, используя фор-

мулу (3.11) для неполяризованного света, получим выражение для интенсивности 

конической рефракции низкокогерентного излучения в дальнем поле: 
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где мы произвели замену переменной интегрирования R → -R+ρ. Если подставить 

в полученную интенсивность излучения функции (3.18), соответствующие гауссов-

скому источнику модели Шелла, можно легко воспроизвести полученное ранее вы-

ражение (3.72).    

Сдвиг пятен Рамана также можно объяснить аналогичным образом. Так как 

расстояние до пятна Рамана пропорционально перетяжке пучка, переход к некоге-

рентному пучку уменьшает когерентную область до масштаба длины корреляций, 

что приводит к сближению пятен Рамана, так как область когерентности уменьша-

ется и становится равна длине когерентности. В результате, изменение когерентно-

сти излучения дает возможность управлять пространственной эволюций пучка.  

3.10. Обсуждение результатов 

На Рис. 3.7 представлены три основных эффекта в фокальной плоскости, свя-

занные с конической рефракцией частично когерентного излучения. Во-первых, 

это исчезновение темного кольца Поггендорфа при уменьшении когерентности па-

дающего на кристалл излучения, показанное на Рис. 3.7a. На графиках демонстри-

руется численно рассчитанные радиальные сечения интенсивности пучка кониче-

ской рефракции для различных значений параметра когерентности. Из Рис. 3.7a. 

хорошо видно, как двух-кольцевая структура, характерная для высококогерентного 

света, преобразуется в одно яркое кольцо при уменьшении когерентности исход-

ного пучка. Объяснение данного эффекта связанно с интерференционной природой 

двух-кольцевого распределения интенсивности в фокальной плоскости, которое 

образованно пересечением двух конусов конической рефракции, как показано на 

Рис. 1.8. Однако, учет частичной пространственной когерентности излучения зна-

чительно меняет ситуацию. Впервые явление исчезновения темного кольца Пог-

гендорффа при уменьшении пространственной когерентности света было получено 

в эксперименте [A9], который обсуждался ранее. Для описания данного эффекта 
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нами была построена феноменологическая теория конической рефракции частично 

когерентного излучения. Центральное место в ней играет введённая степень про-

странственной когерентности конусов конической рефракции (3.41). Оказалось, 

что эта простая феноменологическая концепция описывает все существенные свой-

ства обсуждаемого эффекта и дает хорошее согласие с экспериментом (Рис. 3.5). 

Однако, для более обстоятельного понимания особенностей, связанных с кониче-

ской рефракцией частично когерентного излучения, необходимо было построить 

строгую теорию данного явления.  

Чтобы восполнить пробел в понимании обсуждаемого эффекта, мы рассчи-

тали зависимость степени когерентности конусов конической рефракции от пара-

метра когерентности входного света, которая показана на Рис. 3.7b. Расчет был про-

веден с использованием численных и аналитических методов, при помощи стро-

гого определения степени когерентности конусов (3.45). На Рис. 3.7b можно выде-

лить две характерные области высокой (Δ<<1) и низкой (Δ>>1) пространственной 

когерентности. Когда свет обладает высокой когерентностью, соотношение между 

выходной и входной пространственной степенью когерентности имеет простой и 

элегантный вид (3.60). Данное соотношение было впервые получено из феномено-

логических принципов [A9], а затем обосновано в строгой теории [A6]. Для полу-

чения соотношения (3.60) и соответствующего ему физического смысла, мы опи-

сывали стохастическое электрическое поле источника с помощью случайной про-

странственно-неоднородной фазы (раздел 3.5). Для гауссовского источника модели 

Шелла, фаза источника излучения пропорциональна флуктуирующему попереч-

ному волновому вектору, а амплитуда остается детерминированной величиной. 

Оказывается, что флуктуация фазы падающего на кристалл излучения порождает 

флуктуацию амплитуды поля конической рефракции, как показано на Рис. 3.2a-d. 

Из графика видно, что модуляции в заданной точке пространства имеют противо-

положный знак для различных конусов конической рефракции. Это означает, что 

флуктуации амплитуды существенно повлияют на интенсивность каждого из кону-

сов конической рефракции, но взаимно сократятся при вычислении кросс-конусной 



 

 

108 

 

корреляционной функции. В результате, уменьшение когерентности падающего на 

кристалл излучения приведет к исчезновению темного кольца Поггендорффа, име-

ющего интерференционное происхождение.  

Рассмотрим случай низкой пространственной когерентности. На Рис. 3.7b хо-

рошо видно, что при уменьшении когерентности излучения степень когерентности 

конусов конической рефракции спадает по универсальному степенному закону 

(3.69) как функция длины когерентности. Таким образом, степень когерентности 

конусов конической рефракции не зависит от детального вида степени входной 

пространственной когерентности (вплоть до константы перед степенным законом). 

Чтобы получить данный степенной закон, мы вновь использовали представление 

флуктуирующей фазы электрического поля источника, но уже не считали, что 

флуктуации малы, как это было в случае высокой пространственной когерентно-

сти. В результате, электрическое поле конусов конической рефракции теперь опи-

сывается при помощи введенных в данной работе обобщенных асимметричных 

бессель-гауссовых пучков, которые зависят от случайного поперечного волнового 

вектора поля, падающего на кристалл. Нами было показано, что основной вклад в 

степень когерентности конусов конической рефракции вносит малая доля волно-

вых векторов, площадь которых в q-пространстве фиксирована и очень слабо зави-

сит от формы степени когерентности источника. Отметим, что общая площадь, за-

нимаемая волновыми векторами в q-пространстве, которые присутствуют в ча-

стично когерентном пучке, увеличивается с уменьшением когерентности. Таким 

образом, чем меньше когерентность, тем меньше отношение площади q-простран-

стве, занимаемой волновыми векторам вносящими вклад в степень когерентности 

конусов конической рефракции, к площади волновых векторов, которые присут-

ствуют в частично когерентном пучке. Данное рассуждение полностью объясняет 

универсальную степенную зависимость степени когерентности конусов кониче-

ской рефракции от длины когерентности падающего на кристалл излучения. 

Третий эффект, обнаруженный в фокальной плоскости, показан на Рис. 3.7с 

и связан с трансформацией интенсивности конусов конической рефракции при 
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уменьшении когерентности источника. Удивительно, но полуширина кольца кони-

ческой рефракции становится меньше при переходе от высоко- к низкокогерент-

ному излучению. Данный факт легко понять, если рассмотреть когерентные и не-

когерентные пределы для полуширины кольца, показанные на Рис. 3.7d. В прибли-

жении высокой когерентности полуширина кольца больше, чем у падающего 

пучка, так как излучение за кристаллом имеет более сильную локализацию в Фурье 

пространстве. Для некогерентного излучения полуширина кольца совпадает с по-

лушириной падающего на кристалл пучка (поскольку кольцо конической рефрак-

ции состоит из суперпозиции гауссовых пучков, центры которых случайно распре-

делены вдоль кольца конической рефракции). В результате, можно наблюдать яв-

ное уменьшение FWHM кольца конической рефракции при уменьшении когерент-

ности, как показано на Рис. 3.7d.  

После обсуждения новых эффектов в фокальной плоскости, перейдем к рас-

смотрению дальнего поля конической рефракции частично когерентного излуче-

ния. На Рис. 3.8 показана рассчитанная пространственная эволюция пучка кониче-

ской рефракции когерентного и низко-когерентного излучения. На рисунке сразу 

можно заметить два новых явления: (i) возникновение бездифракционного распро-

странения в дальнем поле и (ii) сдвиг пятен Рамана, которому соответствует “сжа-

тие” осевой эволюции пучка конической рефракции. Первый эффект обусловлен 

интерференционной фокусировкой излучения некогерентного источника. Второй 

эффект “сжатия” пространственной эволюции пучка при уменьшении когерентно-

сти легко объяснить следующим образом. Согласно представлению фазовых флук-

туаций и бессель-гауссовой модели конической рефракции, частично когерентный 

пучок можно представить в виде суперпозиции по различным бессель-гауссовым 

пучкам. Каждый из этих пучков образует отдельное пятно Рамана на расстоянии 

обратно пропорциональном величине поперечного волнового вектора бессель-

гауссова пучка. Общее распределение интенсивности частично когерентной кони-

ческой рефракции получается в результате усреднения интенсивностей бессель-

гауссовых пучков по случайным волновым векторам. Однако наибольший вклад в 
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результирующее распределение интенсивности вносят волновые векторы, обратно 

пропорциональные длине когерентности. Таким образом, расстояние до наблюда-

емого пятна Рамана будет пропорционально длине когерентности и будет сме-

щаться в сторону фокальной плоскости с уменьшением когерентности. 

3.11. Краткие итоги 

 Построена строгая теория конической рефракции для излучения с частичной 

пространственной когерентностью. Развиты методы численного расчета, ис-

пользующие представление взаимной спектральной плотности источника излу-

чения по когерентным модам. Получены аналитические результаты, благодаря 

использованию псевдо-модового разложения взаимной спектральной плотно-

сти (представление флуктуирующей фазы).  

 Теоретически объяснен эффект исчезновения темного кольца Поггендорффа в 

фокальной плоскости, возникающий при уменьшении когерентности источника 

света. Показано, что флуктуация фазы электрического поля перед кристаллом 

порождает флуктуацию амплитуды поля после кристалла, что становится при-

чиной разрушения интерференции между конусами конической рефракции. В 

результате, перед интерференционным слагаемым в интенсивности излучения 

возникает степень когерентности конусов конической рефракции, которая 

уменьшается от единицы до нуля при переходе от высоко- к низкокогерентному 

свету. В пределе высококогерентного света, степень когерентности конусов по-

вторяет форму пространственной степени когерентности источника излучения, 

а в пределе низкокогерентного света, спадает по степенному закону, пропорци-

онально квадрату длины когерентности. Кроме того, обнаружено и объяснено 

сужение перетяжки кольца конической рефракции при уменьшении когерент-

ности источника излучения.  

 В дальнем поле пучка возникает пространственная область, где свет распро-

страняется без дифракции. Длина области бездифракционного распространения 

пропорциональна разности перетяжки пучка и длины когерентности. Константа 
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пропорциональности равна отношению радиуса кольца конической рефракции 

к длине волны, что позволяет создавать бездифракционные пучки с длиной рас-

пространения порядка нескольких миллиметров. Установлено, что некогерент-

ное пятно Рамана, распространяющееся без дифракции в дальнем поле, возни-

кает за счет некогерентной суперпозиции большого числа когерентных пятен 

Рамана, возникающих за счет интерференционной фокусировки. В результате 

суммирования по всем пучкам исчезает зависимость поперечного профиля ин-

тенсивности от продольной координаты. Также обнаружен эффект сближения 

пятен Рамана при уменьшении пространственной когерентности излучения. 

Показано, что в случае когерентного излучения длина между пятнами Рамана 

пропорциональна перетяжке пучка, а в случае низкокогерентного излучения 

уменьшается пропорционально корреляционной длине.  
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Заключение 

В диссертации получены следующие основные результаты: 

1) Показано, что коническая рефракция элегантных лагерр-гауссовых мод может 

быть эффективно описана с помощью векторных обобщенных бессель-гауссо-

вых пучков. Построенная модель имеет неинтегральный характер и справедлива 

во всех пространственных областях, включая фокальную плоскость и дальнее 

поле, где формируются пятна Рамана.  

2) Объяснен переход классического двух кольцевого распределения интенсивно-

сти в фокальной плоскости в многокольцевое при увеличении модового индекса 

падающего на кристалл света. Также, предсказано сближение пятен Рамана в 

сторону фокальной плоскости и зависимость радиуса кольца конической ре-

фракции от индекса моды. 

3) Построенная неинтегральная модель конической рефракции применена к опи-

санию конической рефракции обобщенных бессель-гауссовых пучков. Предска-

заны и объяснены эффекты многокольцевой фокальной плоскости, сдвига плос-

кости Ллойда, инверсии пятен Рамана и предсказано формирование бутылочных 

пучков.  

4) Построена строгая теория конической рефракции излучения с частичной про-

странственной когерентностью. Показано, что в случае гауссовского источника 

модели Шелла матрицу взаимных спектральных плотностей конической ре-

фракции можно выразить через хорошо известные интегралы Бельского-Хапа-

люка-Берри. Кроме того, предполагая случайность фазы электрического поля 

входного пучка, переформулирована и значительно упрощена строгая теория 

конической рефракции.  

5) Получены аналитические выражения для интенсивности конической рефакции 

гауссовского источника модели Шелла в фокальной плоскости и в дальнем поле. 

Объяснены и строго обоснованы ранее полученные экспериментальные резуль-

таты и предсказаны новые явления. К последним относятся контринтуитивный 
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эффект сужения ширины кольца конической рефракции, исчезновение темного 

кольца Поггендорффа в плоскости Ллойда и смещение пятен Рамана для низко 

когерентного излучения, падающего на кристалл. Также предсказана универ-

сальная степенная зависимость степени когерентности конусов конической ре-

фракции от длины когерентности и бездифракционное распространение низко 

когерентного пучка конической рефракции в дальнем поле. 
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