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Введение

В начале XXI века в физике конденсированного состояния начало формиро-

ваться новое направление, связанное с изучением двумерных кристаллических

систем, в которых низкоэнергетические электронные возбуждения описывают-

ся уравнением, аналогичным уравнению Дирака [1]. Наиболее известным пред-

ставителем этого класса является графен, открытие которого заложило основу

для создания физики двумерных кристаллов и гетероструктур на их основе [2,

3]. Другим ярким примером дираковских материалов являются квантовые ямы

HgTe/CdHgTe, в которых впервые экспериментально обнаружены топологические

краевые состояния [4]. В зависимости от ширины и состава квантовой ямы в таких

структурах могут быть реализованы различные электронные фазы, включающие

в себя тривиальный и топологический изоляторы, двумерный бесщелевой полу-

проводник и двумерный полуметалл [5].

Транспортные и оптические свойства двумерных дираковских материалов

определяются структурой волновых функций и энергетического спектра объём-

ных и краевых состояний носителей заряда. Решающее влияние на эту структуру

оказывает кристаллическое строение рассматриваемых систем, а также внешние

электрические и магнитные поля и деформации. В частности, понижение симмет-

рии сопровождается модификацией спиновой структуры электронных состояний,

что существенно отражается на энергетическом спектре и особенностях электрон-

фотонного взаимодействия, и может приводить к качественно новым физическим

эффектам.

Важное фундаментальное и прикладное значение имеют исследования фотоот-
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клика двумерных дираковских фермионов на падающее электромагнитное поле,

в том числе инфракрасного и терагерцового диапазонов. Нелинейные эффекты

второго порядка по падающему полю, такие как генерация фототоков и второй

гармоники, возникают в структурах без центра пространственной инверсии и на-

ходят применение для изучения кристаллической симметрии, упаковки и закру-

ченности атомарно тонких полупроводников и гетероструктур на их основе [6], а

также в фотодетекторах и фотопреобразователях [7]. В образцах микро- и нано-

размеров пространственная симметрия естественным образом нарушается на кра-

ях, что приводит к дополнительному, краевому, механизму нелинейности второго

порядка. Примечательно, что соответствующие краевые эффекты возникают уже

при нормальном падении излучения и не требуют отсутствия центра инверсии в

кристаллической решётке. С учётом возрастающей роли краёв при уменьшении

размеров образца краевые эффекты могут определять фотоотклик таких струк-

тур.

Исследование поляризационно зависимого фотоотклика кристаллических сред

– фотогальваническая спектроскопия – представляет особый интерес в топологи-

ческих изоляторах, поскольку фототоки, связанные с краями, можно эксперимен-

тально отделить от фототоков, индуцированных в объёме образца. Таким обра-

зом, анализ фототоков позволяет получить информацию о спиновой структуре, а

также особенностях электрон-фотонного взаимодействия и процессов релаксации

энергии, импульса и спина краевых состояний.

Сказанное выше определяет актуальность темы диссертации.

Целью работы является теоретическое исследование структуры электронных

состояний и нелинейных транспортных и оптических эффектов в двумерных дира-

ковских материалах: квантовых ямах HgTe/CdHgTe, графене и монослоях дихаль-

когенидов переходных металлов, индуцированных их кристаллическим строением

и наличием краёв.

Научная новизна и практическая значимость работы состоит в разработке тео-
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рии фундаментальных физических явлений, ярко проявляющихся в двумерных

дираковских системах: тонкой структуры дираковских конусов в квантовых ямах

HgTe/CdHgTe; анизотропного эффекта Зеемана для краевых состояний в двумер-

ных топологических изоляторах; краевого фотогальванического эффекта и эф-

фекта увлечения при оптических переходах между спиральными краевыми со-

стояниями; генерации краевого фототока в режиме квантового эффекта Холла;

нелинейного краевого транспорта свободных носителей заряда в проводящих дву-

мерных системах; краевого эффекта генерации второй гармоники; фотоиндуци-

рованных эффектов Холла и Фарадея в двумерном электронном газе.

Основные положения выносимые на защиту:

1. Количество и положение точек Вейля в электронном спектре квантовых ям

HgTe/CdHgTe вблизи топологического перехода определяется кристаллогра-

фической ориентацией и профилем потенциала квантовой ямы.

2. Эффект Зеемана для краевых состояний двумерных топологических изоля-

торов на основе квантовой ямы HgTe/CdHgTe обладает сильной анизотро-

пией как по отношению к оси роста, так и в плоскости квантовой ямы.

3. Оптические переходы между спиновыми ветвями краевых состояний дву-

мерных топологических изоляторов без центра инверсии разрешены в элек-

трическом дипольном приближении.

4. Межзонное поглощение излучения вблизи края двумерных дираковских ма-

териалов индуцирует краевой ток, направление которого определяется по-

ляризацией излучения.

5. При возбуждении края двумерного электронного газа переменным электро-

магнитным полем возникает электрический ток на удвоенной частоте, и как

следствие, излучается вторая гармоника.
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6. Накачка двумерного электронного газа циркулярно поляризованным тера-

герцовым излучением приводит к вращению плоскости линейной поляриза-

ции зондирующего луча. Доминирующий вклад во вращение обусловлен фо-

тоиндуцированной недиагональной компонентой тензора электронной про-

водимости.

Апробация работы. Результаты исследований, вошедших в диссертацию, до-

кладывались на международной конференции “Spin physics, spin chemistry and

spin technology” (Санкт-Петербург, 2015), международном семинаре “Spintronics

Days in Bilbao” (Бильбао, Испания, 2015), 8-ой зимней школе по оптоэлектро-

нике и фотонике “Topolight 2015” (Фаи-делла-Паганелла, Италия, 2015), 33-ей

международной конференции по физике полупроводников ICPS-2016 (Пекин, Ки-

тай, 2016), международном симпозиуме “Nanostructures: Physics and Technology”

(Санкт-Петербург, 2016), XIII, XIV и XV Российских конференциях по физике по-

лупроводников (Екатеринбург, 2017; Новосибирск, 2019; Нижний Новгород, 2022),

Международных зимних школах по физике полупроводников (Санкт-Петербург,

2017, 2023), XXII и XXIV Уральских международных зимних школах по физике

полупроводников (Екатеринбург, 2018, 2022), 23-ей международной конференции

по высоким магнитным полям в полупроводниковой физике (Тулуза, Франция,

2018), Совещаниях по теории твёрдого тела (Санкт-Петербург, 2019, 2021, 2023),

Летней школе для молодых учёных “Взаимодействие между излучением и кванто-

вой материей” (Москва, 2019), XXIV симпозиуме “Нанофизика и наноэлектроника”

(Нижний Новгород, 2020), XIX Всероссийской конференции “Проблемы физики

твёрдого тела и высоких давлений” (Сочи, 2020), 24-ой международной конферен-

ции по электронным свойствам двумерных систем EP2DS-24 (онлайн, организатор

– университет г. Токио, Япония, 2021), VI международной конференции по мета-

материалам и нанофотонике Metanano-2021 (онлайн, организатор – университет

ИТМО, Санкт-Петербург, 2021). Результаты исследований обсуждались также на

семинарах ФТИ им. А.Ф. Иоффе, Санкт-Петербургского государственного уни-
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верситета, Института теоретической физики им. Л.Д. Ландау РАН (Черноголов-

ка, Московская область), Института физики твёрдого тела РАН (Черноголовка,

Московская область), университетов Тулузы (Франция) и Регенсбурга (Германия).

Основное содержание диссертации опубликовано в 18 научных статьях.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из Введения, пяти глав,

Заключения и списка литературы. Она содержит 204 страницы текста, включая

56 рисунков и 6 таблиц. Список цитируемой литературы содержит 304 наимено-

вания.

Во введении обоснована актуальность проведенных исследований, сформули-

рованы цель и научная новизна работы, перечислены основные положения, выно-

симые на защиту, а также кратко изложено содержание диссертации.

В первой главе диссертации построена микроскопическая теория тонкой струк-

туры дираковских состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe с учётом интер-

фейсной, объёмной и структурной асимметрии. Показано, что отсутствие центра

инверсии приводит к расщеплению дираковского конуса в спектре квантовых ям

критической ширины, при этом форма и расположение расщеплённых конусов

определяются кристаллографической ориентацией ямы. Вычислены параметры,

описывающие величину расщепления. Исследованы квантовые ямы, выращенные

на плоскостях (0lh), где l и h — индексы Миллера, и изучена эволюция тонкой

структуры спектра при переходе от квантовых ям (001) к ямам (013) и (011).

Показано, что спектр дираковских состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe в

общем случае содержит четыре вейлевские точки. Конкуренция объёмной, ин-

терфейсной и структурной асимметрии квантовой ямы приводит к повороту ди-

раковского конуса в k-пространстве. Вторая часть первой главы посвящена ис-

следованию электронной структуры спиральных краевых состояний в квантовых

ямах HgTe/CdHgTe c сильной естественной инверсионной асимметрией. Получе-

ны аналитические выражения для энергетического спектра и волновых функций

спиральных состояний в нулевом магнитном поле и рассчитан спектр краевых
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состояний в полоске конечной ширины. Далее рассмотрены новые особенности,

возникающие в спектре объёмных и спиральных состояний во внешнем магнит-

ном поле и связанные с инверсионной асимметрией квантовой ямы. В частности,

показано, что интерфейсное смешивание состояний приводит к а) сильной анизо-

тропии эффекта Зеемана на краевых состояниях в магнитном поле, лежащем в

плоскости ямы, и б) открытию щели в спектре краевых состояний сколь угодно

малым перпендикулярным магнитным полем.

Во второй главе представлены результаты исследований оптических и фото-

гальванических свойств электронов, распространяющихся в краевых каналах то-

пологических изоляторов. Приведено феноменологическое описание линейного и

циркулярного фотогальванического эффекта и эффекта увлечения, возникающих

на краю двумерных топологических изоляторов с краями различной симметрии.

Рассмотрены механизмы прямых оптических переходов с переворотом спина в

спиральном краевом канале и построена теория краевого фотогальванического

эффекта и эффекта увлечения, возникающих при таких переходах. В частности,

в этой главе показано, что оптические переходы между краевыми состояниями со

спином «вверх» и «вниз» возникают не только в магнито-дипольном приближении,

но и в значительно более сильном электро-дипольном приближении. Во второй ча-

сти главы построена микроскопическая теория краевых фототоков, возникающих

в двумерных топологических изоляторах за счёт фотоионизации краевых кана-

лов. Построенная теория позволила объяснить экспериментальные зависимости

краевого фототока, полученные в образцах с квантовыми ямами HgTe, находящи-

мися в фазе топологического изолятора, в университете г. Регенсбург. В заключи-

тельном разделе главы построена теория и проанализированы экспериментальные

данные по краевому фотогальваническому эффекту, возникающему в двумерных

системах в режиме квантового эффекта Холла.

В третьей главе диссертации разработана многозонная k·p-модель электрон-

ных состояний в монослоях дихалькогенидов переходных металлов. Получены но-
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вые параметризации k·p-модели, которые хорошо описывают не только дисперсию

электронных зон, но и экспериментально наблюдаемые величины зеемановского

расщепления экситонов и экситонных комплексов в монослоях MoS2, WS2, MoSe2

и WSe2. Во второй части главы исследованы краевые фототоки, возникающие в

двумерных дираковских системах за счёт межзонных оптических переходов, ко-

торые являются сильными даже в атомарно тонких материалах. Появление фото-

тока обусловлено объёмными (двумерными) фотоиндуцированными носителями

заряда, которые рассеиваются на краях структуры. Показано, что краевой ток

течёт в узкой полоске вблизи края шириной порядка длины свободного пробега

и имеет две составляющие – электронную и дырочную; суммарный ток отличен

от нуля при нарушении электрон-дырочной симметрии энергетического спектра

или рассеяния. Внешнее статическое магнитное поле, направленное перпендику-

лярно к плоскости слоя, приводит к сдвигу поляризационной зависимости крае-

вого фототока и ненулевому суммарному току даже в структурах, обладающих

электрон-дырочной симметрией. Рассчитано также распределение фототока в по-

лоске конечной ширины.

Четвёртая глава посвящена исследованию нелинейных краевых эффектов в

двумерных системах со свободными носителями заряда. Рассмотренные в этой

главе явления связаны с классическим внутризонным транспортом электронов и

дырок в присутствии переменного электрического поля. Построена теория кра-

евых фототоков, возникающих в двумерном электронном газе с параболическим

законом дисперсии, в том числе – в присутствии внешнего магнитного поля. Разви-

тая теория затем применена для анализа экспериментальных данных по краевым

фототокам в образцах на основе двуслойного графена, полученных в университете

г. Регенсбурга (Германия). Далее получены аналитические выражения для краево-

го фототока в случае произвольного рассеивающего потенциала и энергетической

дисперсии электронов, применимые к широкому кругу двумерных дираковских

систем. Показано, что магнитное поле, перпендикулярное слою, приводит к резо-
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нансному усилению краевого фототока при совпадении частоты падающего поля

и циклотронной частоты. В заключительном разделе главы показано, что осве-

щение края двумерного газа электромагнитным полем терагерцового диапазона

приводит к появлению тока на удвоенной частоте, который протекает вблизи края.

Примечательно, что в этом случае краевой ток имеет компоненту как вдоль края,

так и перпендикулярно ему. В свою очередь, переменный краевой ток излучает

волны на удвоенной частоте, то есть приводит к генерации второй гармоники. По-

строена микроскопическая теория краевого эффекта генерации второй гармоники

в различных режимах электронного транспорта и экранировки электрического

поля.

В пятой главе диссертации развита микроскопическая теория фотоиндуциро-

ванных эффектов Холла и Фарадея в двумерном электронном газе. Эффекты

связаны с появлением недиагональной компоненты тензора статической и высо-

кочастотной проводимости двумерных электронов, линейной по интенсивности по-

ля накачки. Такая поправка к проводимости является поляризационно зависимой

– она возникает для циркулярно или линейно поляризованной накачки и меняет

свой знак при смене знака поляризации. Выделены и проанализированы два вкла-

да в поперечную фотопроводимость. Первый из них связан с оптическим выстра-

иванием импульсов носителей заряда при внутризонном поглощении излучения, а

второй – с динамическим нагревом и охлаждением электронного газа, вызванным

совместным действием статического и переменного поля. В рамках кинетической

теории получены аналитические выражения для поперечной фотопроводимости

двумерных электронов, а также углов фарадеевского и керровского вращения и

соответствующих эллиптичностей, применимые для широкого круга дираковских

материалов.

Каждая глава содержит вводный раздел, посвященный обзору современного

состояния исследований по тематике главы.

В заключении обобщены основные результаты работы.
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Глава 1

Теория тонкой структуры
электронных состояний в квантовых
ямах HgTe/CdHgTe

1.1 Топологические изоляторы на основе HgTe (об-
зор)

В начале XXI века в физике конденсированного состояния появился новый

класс кристаллических материалов – топологические изоляторы [8—12]. В отли-

чие от обычных, или тривиальных, изоляторов топологические изоляторы харак-

теризуются наличием инвертированной зонной структуры, возникающей за счёт

сильного спин-орбитального взаимодействия. Инверсия зон приводит к появле-

нию проводящих поверхностных состояний, которые заполняют по энергии всю

запрещённую зону объёмного материала и обладают устойчивостью к немагнит-

ному беспорядку [13–16]. Топологические поверхностные состояния невырождены

и являются спиральными: в силу симметрии по отношению к инверсии време-

ни состояния с противоположным квазиимпульсом обладают противоположными

проекциями спина. Топологические изоляторы представляют интерес не только

для фундаментальных исследований, но и как новые функциональные материалы

для будущих приборов электроники [17].

Поверхностные топологические состояния были теоретически предсказаны и
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позже обнаружены в различных двух- и трёхкомпонентных соединениях, таких

как Bi2Se3, Bi2Te3, Bi2Te3−xSex, Sb2Te3 и их твёрдых растворах [18–22], II-VI

материалах, таких как HgTe [23–26], и др. Примерами двумерных топологиче-

ских изоляторов с краевыми спиральными каналами являются квантовые ямы

HgTe/CdHgTe [4, 27] и InAs/GaSb [28–30] определённой ширины, а также 1T’-

политипы монослоёв дихалькогенидов переходных металлов, например, WTe2 [31,

32].

Наиболее яркие экспериментальные результаты в исследовании двумерных то-

пологических изоляторов были получены на структурах с квантовыми ямами

HgTe/CdHgTe [33–41, A1, 42, 43]. Помимо фазы двумерного топологического изо-

лятора, в зависимости от ширины и состава квантовой ямы в таких структурах

могут быть реализованы и другие фазовые состояния, в том числе фазы дву-

мерного бесщелевого полупроводника и двумерного полуметалла [5]. Отдельный

интерес представляют квантовые ямы HgTe критической ширины – ширины, при

которой происходит переход между тривиальным и топологически нетривиальным

изоляторами [44, 45]. Такие структуры характеризуются бесщелевым спектром, а

носители заряда ведут себя как двумерные дираковские фермионы с линейной

дисперсией.

Центросимметричные модели квантовых ям HgTe/CdHgTe предсказывают дву-

кратное вырождение дираковского конуса и, соответственно, четырёхкратное вы-

рождение дираковской точки в ямах критической ширины [44]. Объёмная инвер-

сионная асимметрия (BIA), связанная с отсутствием центра инверсии в решётке

цинковой обманки, интерфейсная инверсионная асимметрия (IIA), связанная с

анизотропией химических связей на интерфейсах квантовой ямы, а также струк-

турная инверсионная асимметрия (SIA) снимают вырождение дираковских состо-

яний [35, 45–52, A2]. Вклад в расщепление вносят как широко известные линейные

по волновому вектору k слагаемые Рашба [53—55] и Дрессельхауза [56–59], так и

слагаемые, которые снимают четырёхкратное вырождение в точке k = 0 [45–49].

15



Численные расчёты и экспериментальные данные показывают, что расщепление

при k = 0 достигает больших значений в квантовых ямах с кристаллографической

ориентацией (001) и возникает в основном за счёт смешивания состояний тяжёлых

и лёгких дырок на интерфейсах квантовой ямы [45, 52, 60].

Многие эксперименты, однако, выполняются на структурах HgTe/CdHgTe, вы-

ращенных вдоль низкосимметричных кристаллографических направлений, таких

как [013] и [012], см. например работы [35, A1, 51, 52, 60, 61]. Выбор кристалло-

графического направления продиктован технологией: молекулярно-пучковая эпи-

таксия слоёв HgTe и CdHgTe на низкосимметричных поверхностях GaAs (несо-

гласованных по постоянной решетки) позволяет получить структуры высокого

качества [62]. Технологические и экспериментальные достижения являются моти-

вацией для теоретических исследований низкосимметричных квантовых ям [60,

63, 64].

В разделе 1.2 диссертации построена микроскопическая теория тонкой струк-

туры дираковских состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe с учётом интерфейс-

ной, объёмной и структурной асимметрии. Показано, что энергетический спектр

квантовых ям критической и близкой к критической ширины в значительной сте-

пени зависит от кристаллографической ориентации ямы. Вычислены параметры,

описывающие расщепление спектра. Исследованы квантовые ямы, выращенные

на плоскостях (0lh), где l и h — индексы Миллера, и изучена эволюция тонкой

структуры спектра при переходе от квантовых ям (001) к ямам (013) и (011).

Инверсионная асимметрия квантовых ям HgTe/CdHgTe влияет также и на

спектр одномерных краевых состояний, которые ответственны за возникновение

квантового спинового эффекта Холла. Спиральные состояния в квантовых ямах

на основе HgTe исследовались теоретически в нулевом магнитном поле [9, 47,

65–69], в магнитном поле, лежащем в плоскости квантовой ямы [63, 70, 71], и

в магнитном поле, перпендикулярном квантовой яме [72–74]. Однако, в большин-

стве теоретических работ используется упрощённая изотропная модель, которая
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не учитывает наличие интерфейсной и объёмной инверсионной асимметрии кван-

товых ям, или рассматривает эту асимметрию как малое возмущение [47, 67, 75].

Такое упрощённое рассмотрение игнорирует новые эффекты, возникающие в спи-

ральных краевых каналах реалистичных квантовых ям, например, в присутствии

внешнего магнитного поля.

Разделы 1.3 и 1.4 диссертации посвящены исследованию электронной струк-

туры спиральных краевых состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe c сильной

естественной инверсионной асимметрией. В разделе 1.3 получены аналитические

выражения для энергетического спектра и волновых функций спиральных состо-

яний в нулевом магнитном поле, и рассчитан спектр краевых состояний в полоске

конечной ширины. В разделе 1.4 рассмотрены новые особенности, возникающие

в спектре объёмных и спиральных состояний во внешнем магнитном поле и свя-

занные с инверсионной асимметрией квантовой ямы. В частности, показано, что

интерфейсное смешивание состояний приводит к сильной анизотропии эффекта

Зеемана на краевых состояниях в магнитном поле, лежащем в плоскости ямы, и

открытию щели в спектре краевых состояний сколь угодно малым перпендику-

лярным магнитным полем.

1.2 Расщепление двумерных дираковских состоя-
ний

В данном разделе мы исследуем расщепление спектра двумерных дираковских

фермионов в квантовых ямах HgTe/CdHgTe критической и близкой к критической

толщины в нулевом магнитном поле. Тонкая структура дираковских состояний вы-

звана нарушением пространственной симметрии, которая естественным образом

возникает в структурах с квантовыми ямами на основе HgTe. Мы начнём анализ

с квантовых ям кристаллографической ориентации (001), см. раздел 1.2.1, а далее

обобщим теорию на случай ям произвольной кристаллографической ориентации

вида (0lh), где l и h — индексы Миллера, см. раздел 1.2.2.
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1.2.1 Квантовые ямы (001)

Дираковские состояния в ямах HgTe/CdHgTe критической и близкой к крити-

ческой толщины образованы из состояний |E1,±1/2⟩ электронного типа и состоя-

ний |H1,±3/2⟩ дырочного типа [27, 76]. Соответствующие базисные функции при

k = 0 имеют вид:

|E1,+1/2⟩ = f1(z) |Γ6,+1/2⟩+ f4(z) |Γ8,+1/2⟩ ,

|H1,+3/2⟩ = f3(z) |Γ8,+3/2⟩ ,

|E1,−1/2⟩ = f1(z) |Γ6,−1/2⟩+ f4(z) |Γ8,−1/2⟩ ,

|H1,−3/2⟩ = f3(z) |Γ8,−3/2⟩ , (1.1)

где k = (kx, ky) – волновой вектор в плоскости ямы, fj(z) (j = 1, 3, 4) – плавные

огибающие, z – направление роста, |Γ6,m⟩ (m = ±1/2) и |Γ8,m⟩ (m = ±1/2,±3/2)

– блоховские амплитуды зон Γ6 и Γ8 в центре зоны Бриллюэна.

Эффективный k·p гамильтониан в базисе состояний (1.1), который учитывает

пространственную симметрию квантовой ямы, может быть построен с помощью

метода инвариантов, основанном на теории представлений групп. Квантовая яма

из материала с решёткой цинковой обманки и с симметричным гетеропотенциа-

лом, выращенная вдоль направления [001], описывается точечной группой симмет-

рии D2d. В этой группе пары состояний |E1,±1/2⟩ и |H1,∓3/2⟩ преобразуются по

одинаковому спинорному представлению Γ6, в то время как компоненты волнового

вектора kx, ky преобразуются в соответствии с представлением Γ5. Эффективный

гамильтониан, записанный в базисе |E1,+1/2⟩, |H1,+3/2⟩, |E1,−1/2⟩, |H1,−3/2⟩
и линейный по волновому вектору k, имеет вид [45]

H(001) = H0 +HIIA/BIA , (1.2)

где

H0 =


δ iAk+ 0 0

−iAk− −δ 0 0
0 0 δ −iAk−
0 0 iAk+ −δ

 , (1.3)

18



и

HIIA/BIA =


0 0 0 iγ
0 0 iγ 0
0 −iγ 0 0

−iγ 0 0 0

 . (1.4)

Здесь, k± = kx ± iky, x ∥ [100] и y ∥ [010] – координатные оси в плоскости ямы, A,

γ и δ – зонные параметры.

Гамильтониан (1.2) состоит из изотропной части H0, описывающей дираков-

ские фермионы в модели непрерывной среды (H0 – это линейная по k часть так

называемого гамильтониана Берневига-Хьюза-Жанга [27]) и вклада HIIA/BIA, учи-

тывающего кристаллическое строение квантовой ямы. Параметры A и δ определя-

ют скорость дираковских фермионов и ширину запрещённой зоны, соответствен-

но. Знак и величина δ зависят от ширины квантовой ямы: в квантовых ямах с

шириной d, меньшей критической ширины dc, параметр δ > 0, в случае d > dc

имеем δ < 0, и наконец, δ0 = 0 в квантовых ямах критической ширины [27, 76].

Спектр H0 имеет вид ε0(k) = ±
√
δ2 + A2k2 и формально совпадает со спектром

дираковской частицы, обладающей массой покоя m = δ/v2. Здесь k = |k|, v = A/ℏ

– скорость Ферми, и ℏ – постоянная Планка.

Вклад HIIA/BIA вызван отсутствием центра пространственной инверсии в кван-

товой яме, что проявляется микроскопически в смешивании состояний |Γ8,∓3/2⟩
тяжёлой дырки и состояний |Γ8,±1/2⟩ лёгкой дырки [77–80]. Смешивание дыроч-

ных состояний приводит соответственно к смешиванию состояний |E1,±1/2⟩ и

|H1,∓3/2⟩ в (1.1). Как показано в работе [45], параметр γ определяется, в основ-

ном, интерфейсным смешиванием дырок и равен

γ =
ℏ2tl−h

2m0a0
[f3(d/2)f4(d/2)− f3(−d/2)f4(−d/2)] , (1.5)

где tl−h ∼ 1 – безразмерный параметр, характеризующий силу интерфейсного сме-

шивания, m0 – масса свободного электрона, a0 – постоянная решётки, и функции

f3,4 взяты на границах ямы z = ±d/2. Атомистические расчёты, выполненные в

рамках методов сильной связи и функционала плотности, предсказывают значе-

ние γ ≈ 5 мэВ в яме HgTe/Hg0.3Cd0.7Te с атомарно резкими интерфейсами [45].
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Сильное смешивание состояний электронного и дырочного типа, описываемое

параметром γ, вызывает значительную модификацию энергетического спектра

уже при k = 0, и поэтому не может рассматриваться как малое возмущение. C

учётом этого смешивания спектр гамильтониана (1.2) принимает вид

ε(k) = ±
√
δ2 + (γ ± A|k|)2 . (1.6)

Энергетическая дисперсия (1.6) изображена на рис. 1.1. В случае δ = 0 и γ = 0

спектр имеет вид двукратно вырожденного по спину конуса и совпадает со спек-

тром двумерной безмассовой дираковской частицы. При наличии интерфейсно-

го смешивания, γ ̸= 0, дираковский конус расщепляется на два невырожденных

(вейлевских) конуса, сдвинутых друг относительно друга по энергии на величи-

ну 2|γ| [45]. Отметим, что при этом спектр по-прежнему остаётся бесщелевым. В

ямах с шириной, близкой к критической, когда δ ̸= 0, спектр состоит из четырёх

ветвей, разделённых запрещённой зоной шириной 2|δ|, рис. 1.1 (b). Экстремумы

зон при этом расположены на окружности |k| = |γ/A|.

Ek

kx

ky

Ek

kx

ky

(a) (b)

Рис. 1.1: Расщепление дираковского конуса в квантовых ямах HgTe/CdHgTe, выращен-
ных на плоскости (001), см. формулу (1.6). (а) Квантовая ямы критической ширины,
δ = 0, и (b) квантовая яма близкой к критической ширины, δ ̸= 0.

Тонкая структура спектра дираковских фермионов, описываемая форму-

лой (1.6), может влиять на ряд транспортных и оптических явлений, включая
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слабую локализацию, осцилляции Шубникова-де-Гааза, квантовый эффект Холла,

поглощение излучения терагерцового диапазона, фотогальванические эффекты и

др. [45, 52, 60, A3]. В частности, как будет показано далее в диссертации, смеши-

вание дираковских состояний, описываемое гамильтонианом (1.4), ответственно

за сильную анизотропию g-фактора спиральных краевых состояний в квантовых

ямах HgTe/CdHgTe и за прямые оптические переходы между спиральными состо-

яниями с противоположной проекцией спина.

В заключение, отметим, что мы пренебрегаем в гамильтониане (1.2) слагаемы-

ми Дрессельхауза [56–59] – линейными по волновому вектору слагаемыми, кото-

рые отвечают за спиновые расщепления состояний |E1,±1/2⟩ и |H1,±3/2⟩ [44].

В отличие от значительного расщепления спектра при k = 0, пропорционально-

го параметру γ, эти слагаемые приводят лишь к малому расщеплению спиновых

ветвей при k ̸= 0, и поэтому не так интересны.

В следующем разделе мы обобщим формулу (1.6) на случай квантовых ям с

произвольной кристаллографической ориентацией вида (0lh) и асимметричным

гетеропотенциалом.

1.2.2 Квантовые ямы (0lh)

Проанализируем теперь тонкую структуру двумерных дираковских состояний

в квантовых ямах HgTe/CdHgTe с произвольной кристаллографической ориента-

цией вида (0lh), где l и h — индексы Миллера. В частности, к этому классу при-

надлежат структуры HgTe/CdHgTe высокого качества, выращенные вдоль низко-

симметричного кристаллографического направления [013], см. [62]. Мы рассмот-

рим более общий случай, и помимо объёмной и интерфейсной асимметрии, учтём

также структурную асимметрию потенциала квантовой ямы, которая имеет ме-

сто, например, при наличии в образце электрического поля, направленного вдоль

оси роста. В этом разделе мы будем пользоваться системой координат x ∥ [100],

y ∥ [0hl̄], z ∥ [0lh], связанной с квантовой ямой, см. рис. 1.2.

Эффективный гамильтониан двумерных дираковских фермионов в ямах (0lh)
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[010]
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✓

Рис. 1.2: Схематичное изображение квантовой ямы HgTe/CdHgTe, выращенной вдоль
кристаллографического направления [0lh]. Ось [100] смотрит «на нас» перпендикулярно
рисунку.

можно представить в виде

H(0lh) = H0 +HIIA/BIA +HSIA , (1.7)

где H0 даётся выражением (1.3), а HIIA/BIA и HSIA описывают интерфейсную (IIA),

объёмную (BIA) и структурную (SIA) инверсионную асимметрию квантовой ямы.

Смешивание базисных состояний за счёт интерфейсной и объёмной асимметрии в

точке k = 0 описывается гамильтонианом [A4]

HIIA/BIA =


0 −η sin 2θ 0 iγ cos 2θ

−η sin 2θ 0 iγ cos 2θ 0
0 −iγ cos 2θ 0 η sin 2θ

−iγ cos 2θ 0 η sin 2θ 0

 , (1.8)

где η и γ — параметры смешивания, и θ = arctan(l/h) — угол между осью роста

квантовой ямы [0lh] и осью [001], см. рис. 1.2. Углы θ = 0, arctan(1/3) ≈ 0.321 и

π/4 отвечают соответственно направлениям [001], [013] и [011]. При θ = 0 гамиль-

тониан (1.8) совпадает с гамильтонианом (1.4) квантовой ямы (001).

Асимметрия гетеропотенциала в ямах (0lh), выращенных из материалов с ку-

бической решёткой, также приводит к смешиванию базисных функций при k = 0.

Такое смешивание описывается гамильтонианом

HSIA =


0 iχ sin 4θ 0 ζ sin2 2θ

−iχ sin 4θ 0 ζ sin2 2θ 0
0 ζ sin2 2θ 0 iχ sin 4θ

ζ sin2 2θ 0 −iχ sin 4θ 0

 , (1.9)
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где параметры смешивания χ и ζ отличны от нуля только при одновременном

учёте структурной асимметрии и кубической формы элементарной ячейки кри-

сталла. Отметим, что HSIA обращается в ноль в ямах с ориентацией (001). Так же

как объёмная и интерфейсная асимметрия, структурная асимметрия приводит и

к линейным по k вкладам в эффективный гамильтониан (слагаемые Рашба [53—

55]), которыми мы не интересуемся по причинам, указанным в разд. 1.2.1.

Параметры η, γ, χ и ζ могут быть рассчитаны в рамках 6-зонной k·p модели,

см. раздел 1.2.3. Для квантовых ям HgTe/Cd0.7Hg0.3Te критической ширины k·p
теория дает следующие оценки: η, γ ∼ 5 мэВ и ζ, χ ∼ 0.1 мэВ в электрическом

поле Ez = 15 кВ/см.

Гамильтонианы HIIA/BIA (1.8) и HSIA (1.9) зависят от направления роста кван-

товой ямы, которое задаётся углом θ. Диагонализация гамильтониана (1.7) дает

четыре дисперсионных ветви с энергиями:

ε1,4 = ∓
√
δ2 + γ2θ + η2θ + ζ2θ + χ2

θ + A2k2 + 2AK ,

ε2,3 = ∓
√
δ2 + γ2θ + η2θ + ζ2θ + χ2

θ + A2k2 − 2AK , (1.10)

где k2 = k2x + k2y,

K =

√
(γ2θ + ζ2θ )k

2 + (χθkx + ηθky)
2 (1.11)

и

γθ = γ cos 2θ , ηθ = η sin 2θ ,

ζθ = ζ sin2 2θ , χθ = χ sin 4θ . (1.12)

В следующих разделах мы применим общую формулу (1.10) для анализа частных

случаев.

Интерфейсная и объёмная асимметрия

Дираковские состояния в квантовых ямах HgTe/CdHgTe с симметричным гете-

ропотенциалом описываются гамильтонианом H = H0+HIIA/BIA, где H0 и HIIA/BIA
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даются формулами (1.3) и (1.8). Энергетический спектр, определяемый выраже-

нием (1.10), принимает вид

ε1,4 = ∓
√
δ2 + γ2θ + η2θ + A2k2 + 2A

√
γ2θk

2 + η2θk
2
y ,

ε2,3 = ∓
√
δ2 + γ2θ + η2θ + A2k2 − 2A

√
γ2θk

2 + η2θk
2
y . (1.13)

Ek

kx

ky

(001)-grown (013)-grown (011)-grown

Рис. 1.3: Энергетические спектры двумерных дираковских фермионов в квантовых
ямах HgTe/CdHgTe критической ширины с кристаллографическими ориентациями (001),
(013) и (011) при наличии интерфейсной и объёмной асимметрии. Спектры построены
по формулам (1.13) для δ = 0 и γ = η. Цветом изображена проекция псевдоспина на
нормаль квантовой ямы (см. подробности в тексте): синий и красный цвета отвечают
соответственно σz = −1 и σz = +1, а фиолетовый цвет – σz = 0.

На рис. 1.3 изображены энергетические спектры двумерных дираковских фер-

мионов в квантовых ямах (001), (013) и (011) критической ширины, δ = 0, с учё-

том вклада IIA/BIA. Ориентация (001) соответствует θ = 0. В этом случае спектр

имеет вид двух невырожденных (вейлевских) конусов, сдвинутых друг относи-

тельно друга по энергии, см. раздел 1.2.1. Вейлевские точки расположены при

k = 0 и энергиях ε = ±γ. Ориентация (011) соответствует θ = π/4. В таких ямах

вклад IIA/BIA расщепляет дираковский конус на два вейлевских конуса, сдви-

нутых друг относительно друга вдоль оси ky. Вейлевские точки расположены в
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Рис. 1.4: Энергетические спектры двумерных дираковских фермионов в квантовых ямах
HgTe/CdHgTe близкой к критической ширины с кристаллографическими ориентациями
(001), (013) и (011) при наличии интерфейсной и объёмной асимметрии. Спектры по-
строены по формулам (1.13) для γ = η = 2δ. Цветом изображена проекция псевдоспина
на нормаль квантовой ямы: синий и красный цвета отвечают соответственно σz = −1 и
σz = +1, а фиолетовый цвет — σz = 0.

точках k = (0,±η/A). Спектр квантовой ямы (013) и ям произвольной ориента-

ции (0lh) представляет собой промежуточный случай между спектрами структур

(001) и (011). В этом случае спектр содержит четыре вейлевские точки. Две из

них с нулевой энергией находятся в точках k = (0,±
√
γ2θ + η2θ/A), а две других с

энергиями ε = ±
√
γ2θ + η2θ расположены в точке k = 0.

Цветом на рис. 1.3 изображена проекция псевдоспина σz на нормаль квантовой

ямы. Здесь σz = |c1|2+|c2|2−|c3|2−|c4|2, где cj — коэффициенты разложения волно-

вой функции ψ по базисным функциям (1.1). Цвет иллюстрирует относительный

вклад блоков со спином «вверх» (|E1,+1/2⟩ и |H1,+3/2⟩) и блоков со спином

«вниз» (|E1,−1/2⟩ и |H1,−3/2⟩) в заданное состояние ψ. В ямах (001) вейлевские

конусы сформированы поровну функциями со спином «вверх» и «вниз» и, следо-

вательно, σz = 0 (фиолетовый цвет) для всех собственных состояний. Напротив,

сдвинутые друг относительно друга конусы в ямах (011) описываются чистыми

волновыми функциями со спином «вверх» и «вниз», и им соответствуют σz = +1
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(красный цвет) и σz = −1 (синий цвет).

Энергетические спектры квантовых ям (001), (013) и (011) с шириной, близ-

кой к критической (и щелью 2|δ|), показаны на рис. 1.4. В ямах (001) спектр

имеет вид ε = ±
√
δ2 + (A|k| ± γ)2 и экстремумы зон расположены на окруж-

ности |k| = |γ/A|. В ямах (011) энергетическая дисперсия даётся выражением

ε = ±
√
δ2 + A2k2x + (Aky ± η)2 и состоит из двух подзон с проекциями псевдоспина

σz = ±1. В случае произвольной ориентации вида (0lh), например (013), экстре-

мумы зон находятся в точках k = (0,±
√
γ2θ + η2θ/A). Изоэнергетические контуры

совпадают с сечениями тора, в частности при |ε| >
√
δ2 + γ2θ + η2θ они имеют вид

овалов, вытянутых вдоль оси ky.

Структурная асимметрия

Изучим теперь влияние структурной асимметрии на энергетический спектр

дираковских состояний. Для этого рассмотрим гамильтониан H = H0 +HSIA, где

H0 и HSIA даются выражениями (1.3) и (1.9). Из уравнения (1.10) следует, что

ε1,4 = ∓
√
δ2 + ζ2θ + χ2

θ + A2k2 + 2A
√
ζ2θk

2 + χ2
θk

2
x ,

ε2,3 = ∓
√
δ2 + ζ2θ + χ2

θ + A2k2 − 2A
√
ζ2θk

2 + χ2
θk

2
x .

(1.14)

На рис. 1.5 показаны энергетические дисперсии, построенные по форму-

лам (1.14), для квантовых ям (001), (013) и (011) критической ширины (δ = 0). В

ямах (001) структурная асимметрия не приводит к смешиванию базисных состоя-

ний при k = 0. В результате, точка k = 0 остаётся четырёхкратно вырожденной,

так же как и в модели Берневига-Хьюза-Жанга. В ямах других ориентаций струк-

турная асимметрия снимает четырёхкратное вырождение при k = 0 и расщепляет

дираковский конус. В общем случае энергетический спектр содержит четыре вей-

левские точки: две с нулевой энергией при k = (±
√
ζ2θ + χ2

θ/A, 0) и две с энергиями

ε = ±
√
ζ2θ + χ2

θ при k = 0. Примечательно, что энергетическая дисперсия в ямах
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Рис. 1.5: Энергетические спектры двумерных дираковских фермионов в квантовых
ямах HgTe/CdHgTe критической ширины с кристаллографическими ориентациями (001),
(013) и (011) при наличии структурной асимметрии. Спектры построены по форму-
лам (1.14) для δ = 0 и ζ = χ. Цветом изображена проекция псевдоспина на нормаль
квантовой ямы: синий и красный цвета отвечают соответственно σz = −1 и σz = +1, а
фиолетовый цвет — σz = 0.

(011) со структурной асимметрией имеет такой же вид, как и в ямах (001) с интер-

фейсной и объёмной асимметрией. В квантовых ямах с энергетической щелью (не

показаны) экстремумы зон расположены при k = (±
√
ζ2θ + χ2

θ/A, 0), в частности

при k = 0 в ямах (001) и на окружности |k| = |ζ/A| в ямах (011).

Конкуренция между IIA/BIA и SIA

В реальных структурах с квантовыми ямами присутствуют все типы асиммет-

рии, включая объёмную, интерфейсную и структурную. Дисперсии подзон в этом

случае описываются общим уравнением (1.10). На рис. 1.6 представлены энерге-

тические спектры дираковских состояний в асимметричных ямах, выращенных

вдоль разных кристаллографических направлений.

В квантовых ямах (001) расщепление дираковского конуса в точке k = 0 опре-

деляется слагаемым BIA/IIA и энергетический спектр совпадает с показанным на

рис. 1.3. Спектр асимметричной ямы (011) качественно имеет такой же вид, что
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(001)-grown (013)-grown (011)-grown

Ek

kx

ky

Рис. 1.6: Энергетические спектры двумерных дираковских фермионов в квантовых
ямах HgTe/CdHgTe критической ширины с кристаллографическими ориентациями (001),
(013) и (011) при наличии интерфейсной, объёмной и структурной асимметрии. Спектры
построены по формулам (1.10) для δ = 0 и γ = η = ζ = χ. Цветом изображена проекция
псевдоспина на нормаль квантовой ямы (см. подробности в тексте): синий и красный
цвета отвечают, соответственно, σz = −1 и σz = +1, фиолетовый – σz = 0.

и спектр симметричной ямы (013). В нём есть четыре вейлевские точки: две с ну-

левой энергией и волновыми векторами k = (0,±
√
ζ2θ + η2θ/A) и две с энергиями

ε = ±
√
ζ2θ + η2θ и k = 0.

Спектр квантовой ямы с произвольной ориентацией (0lh) и асимметричным

гетеропотенциалом показан на центральной панели рис. 1.6. Две из вейлевских

точек расположены при

k = ±
√
γ2θ + η2θ + ζ2θ + χ2

θ

A2 (η2θ + χ2
θ)

(χθ, ηθ) . (1.15)

Примечательно, что положение этих точек в k пространстве не привязанно к опре-

делённому направлению. Угол между линией, соединяющей вейлевские точки, и

осью kx, равный arctan(ηθ/χθ), зависит от параметра структурной асимметрии и,

следовательно, его величиной можно управлять с помощью внешнего электриче-

ского поля, направленного по нормали к квантовой яме. Менять величину элек-

трического поля можно, например, с помощью напряжения на затворе образца.
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1.2.3 6-зонная k ·p-модель

В данном разделе представлен расчет параметров эффективного гамильтони-

нана (1.7) в рамках 6-зонной k·p теории. Выбор 6-зонной модели связан с тем,

что состояния зоны проводимости и валентной зоны в структурах HgTe/CdHgTe

формируется главным образом из состояний зон Γ6 и Γ8 объёмных кристаллов

HgTe и CdTe, двукратно и четырёхкратно вырожденных при k = 0, в то время

как двукратно вырожденная зона Γ7 находится далеко по энергии [27, 76, 81].

С учетом k·p смешивания, деформационного взаимодействия и смешивания

состояний на интерфейсах квантовой ямы 6-зонный гамильтониан принимает вид

H = Hkp +Hdef +Hint =

(
H66 H68

H†
68 H88

)
, (1.16)

где H66 — матрица 2×2 в базисе состояний |Γ6,+1/2⟩, |Γ6,−1/2⟩, H88 — матрица

4×4 в базисе состояний |Γ8,+3/2⟩, |Γ8,+1/2⟩ , |Γ8,−1/2⟩ , |Γ8,−3/2⟩, H68 — матри-

ца 2×4, описывающая смешивание состояний Γ6 и Γ8, H†
68 — матрица, эрмитово

сопряженная к H68.

Изотропная часть гамильтониана Hkp представляет собой 6-зонный гамильто-

ниан Кейна, который широко используется для моделирования зонной структуры

полупроводников группы III-V с узкой запрещенной зоной [82–84]. Изотропная

модель однако является упрощенной и не учитывает реальную симметрию кри-

сталлической решетки цинковой обманки (точечная группа Td), ответственную за

тонкую структуру дираковских состояний. Это приводит к необходимости выхода

за рамки изотропной модели Кейна и использования так называемой обобщен-

ной модели Кейна [85], отражающей кубическую структуру и отсутствие центра

инверсии в кристаллической решетке.

Обобщенный гамильтониан Кейна Hkp строится методами теории представле-

ний групп [86]. В кубических осях x′ ∥ [100], y′ ∥ [010], z′ ∥ [001] с точностью до

слагаемых второго порядка по волновому вектору k блоки Hkp
66 , Hkp

88 и Hkp
68 имеют
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вид [A4]

Hkp
66 = U6 +

ℏ2k2

2m′
e

, (1.17)

Hkp
88 = U8 +

ℏ2

2m0

[
−
(
γ′1 +

5

2
γ′2

)
k2 + 2γ′2(Jk)

2+

+2(γ′3 − γ′2)
∑
i ̸=j

{JiJj}skikj
]
+

4κ0√
3
V k , (1.18)

и

Hkp†
68 =



i√
2
(B+k+kz′ − Pk−)

i
3
√
2
B−(2k

2
z′ − k2∥)√

2
3
(iPkz′ +B+kx′ky′)

i√
6
(B+k+kz′ − Pk−)

− i√
6
B−(k

2
y′ − k2x′)

i√
6
(Pk+ +B+k−kz′)

√
2
3
(iPkz′ +B+kx′ky′)

+ i√
6
B−(k

2
y′ − k2x′)

i
3
√
2
B−(k

2
∥ − 2k2z′)

i√
2
(Pk+ +B+k−kz′)


. (1.19)

Здесь U6 и U8 – энергии зон Γ6 и Γ8 при k = 0, k = (kx′ , ky′ , kz′) – волновой

вектор, k± = kx′ ± iky′ , k2∥ = k2x′ + ky′ , γ′1, γ′2, γ′3 и m′
e – вклады в параметры

Латтинжера и эффективную массу от далеких зон и дисперсии свободного элек-

трона, J = (Jx′ , Jy′ , Jz′) – вектор, составленный из матриц углового момента 3/2,

V = (Vx′ , Vy′ , Vz′), матрица Vx′ имеет вид Vx′ = {Jx′ , J2
y′ − J2

z′}, а матрицы Vy′ и

Vz′ получаются циклической перестановкой индексов, {A,B}s = (AB + BA)/2 –

симметризованное произведение операторов A и B, κ0 и B± – зонные параметры

и P = i(ℏ/m0)pcv — кейновский матричный элемент.

Обобщенный гамильтониан Кейна, записанный в виде блоков (1.17)-(1.19), от-

ражает реальную симметрию кристалла с решеткой цинковой обманки. Изотроп-

ное центросимметричное приближение соответствует пределу γ′2 = γ′3, κ0 = 0,

B± = 0. Отличная от нуля разность γ′2 − γ′3 связана с кубической анизотропией

элементарной ячейки, а отличные от нуля параметры κ0 и B± – с отсутствием цен-

тра пространственной инверсии. Параметр B− описывает смешивание состояний с
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противоположными проекциями спина и поэтому мал по сравнению с параметром

B+.

Параметры эффективного 6-зонного гамильтониана Hkp могут быть выраже-

ны через межзонные матричные элементы и положения зон в расширенной, 14-

зонной, модели Кейна [58, 85, 87, 88], которая дополнительно к рассмотренным

зонам Γ6 и Γ8 включает в себя валентную зону Γ7 и далекие зоны проводимости

Γ′
8 и Γ′

7. Результаты таких расчётов представлены в работе [A4].

Эпитаксильные слои, составляющие гетероструктуру HgTe/CdHgTe, обычно

напряжены из-за значительного рассогласования (около 0.3%) постоянных реше-

ток HgTe и CdTe. Гамильтониан деформационного взаимодействия Hdef строится

по аналогии с k·p гамильтонианом [58, 86]. В результате такой процедуры получим

диагональные блоки

Hdef
66 = ΞcTrϵ , (1.20)

Hdef
88 =

(
a+

5

4
b

)
Trϵ− b

∑
i,j

{JiJj}sϵij +
(
b− d√

3

)∑
i ̸=j

{JiJj}sϵij , (1.21)

где Ξc — деформационный потенциал зоны Γ6, a, b и d — деформационные по-

тенциалы зоны Γ8, Hdef
88 — гамильтониан Бира–Пикуса, ϵ — тензор деформации, и

недиагональные блоки

Hdef†
68 =



−Ξcv
ϵy′z′ − iϵx′z′√

2
iΞ′

cv

2ϵz′z′ − ϵx′x′ − ϵy′y′

3
√
2√

2

3
Ξcvϵx′y′ −Ξcv

ϵy′z′ − iϵx′z′√
6

+iΞ′
cv

ϵx′x′ − ϵy′y′√
6

Ξcv
ϵy′z′ + iϵx′z′√

6

√
2

3
Ξcvϵx′y′

−iΞ′
cv

ϵx′x′ − ϵy′y′√
6

iΞ′
cv

ϵx′x′ + ϵy′y′ − 2ϵz′z′

3
√
2

Ξcv
ϵy′z′ + iϵx′z′√

2



, (1.22)

где Ξcv и Ξ′
cv — межзонные деформационные потенциалы. Заметим, что Ξcv и
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Ξ′
cv обращаются в ноль в центросимметричных кристаллах. Величины Ξcv и Ξ′

cv

для HgTe и CdTe неизвестны, однако можно ожидать, что потенциал Ξ′
cv мал по

сравнению с Ξcv.

Интерфейсы в гетероструктурах являются дополнительным источником сме-

шивания блоховских состояний. В структурах с решеткой цинковой обманки ин-

терфейсная асимметрия, обусловленная анизотропией химических связей, приво-

дит к смешиванию состояний легких и тяжелых дырок [77–80]. Такое смешивание

состояний на интерфейсе с произвольной кристаллографической ориентацией мо-

жет быть описано гамильтонианом

H int
88 =

ℏ2tl−h√
3a0m0

δ(r · n+ rint)
∑
i

{JiJi+1}sni+2 , (1.23)

где tl−h — безразмерный параметр, характеризующий силу интерфейсного сме-

шивания, a0 — постоянная решетки, n = (nx′ , ny′ , nz′) — единичный вектор, на-

правленный по нормали к интерфейсу, например из слоя CdHgTe в слой HgTe,

r · n + rint = 0 — уравнение плоскости интерфейса, rint — расстояние между ин-

терфейсом и началом координат.

Для расчета электронных и дырочных состояний в квантовых ямах с ориента-

цией (0lh) необходимо переписать гамильтониан (1.16) в системе координат кван-

товой ямы. Переход от системы координат (x′, y′, z′) к системе (x, y, z) соответству-

ет повороту вокруг оси x на угол θ. При таком повороте базисные функции |Γ6,m⟩
и |Γ8,m⟩ преобразуются как функции углового момента 1/2 и 3/2. В результате

такого преобразования, а также проецирования анизотропной части гамильтони-

ана (1.16) на базисные состояния |E1,±1/2⟩ и |H1,±3/2⟩, получим эффективный
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гамильтониан (1.7) с параметрами [A4]:

A =
P√
2

∫
f1(z)f3(z)dz ,

γ =
ℏ2tl−h

2m0a0
[f3(w/2)f4(w/2)− f3(−w/2)f4(−w/2)] ,

η = γ +
1√
2

∫
dzf1(z)Ξcv

[
ϵyz cot 2θ +

ϵzz − ϵyy
2

]
f3(z)

− 1

2
√
2

∫
dzf1(z)∂zB+∂zf3(z) ,

χ =

√
3ℏ2

4m0

∫
dzf4(z)∂z(γ

′
2 − γ′3)∂zf3(z)

− 1

2

∫
dzf3(z)

{[
(d+

√
3b) + (d−

√
3b) cos 4θ

]
ϵyz

sin 4θ
+ (d−

√
3b)

ϵzz − ϵyy
2

}
f4(z) ,

ζ =

√
3ℏ2

4m0

∫
dzf4(z)∂z(γ

′
2 − γ′3)∂zf3(z)

+
1

2

∫
dzf3(z)(

√
3b− d)

[
ϵyz cot 2θ +

ϵzz − ϵyy
2

]
f4(z) ,

где w — толщина квантовой ямы. Заметим, что, вообще говоря, деформацион-

ные вклады в параметры η, χ и ζ зависят от угла θ. 1 Тем не менее, основная

зависимость параметров тонкой структуры дираковских состояний от кристалло-

графической ориентации ямы содержится в гамильтонианах (1.8) и (1.9). Заметим

также, что в структурах с симметричным потенциалом параметры χ и ζ обраща-

ются в ноль, поскольку огибающие f3(z) и f4(z) имеют различные четности.

В заключении этого раздела приведем численные оценки параметров γ, η, ζ и

χ для квантовых ям HgTe/Cd0.7Hg0.3Te критической толщины w = 6.7 нм, исполь-

зуя зонные параметры материалов, упругие постоянные и параметр интерфейсно-

го смешивания из работ [45, 61, 81]. Оценки показывают, что основной вклад в γ

и η порядка 5 мэВ связан с интерфейсной асимметрией (IIA). Деформационный
1Множители 1/ sin 4θ и 1/ sin 2θ перед ϵyz не приводят к расходимостям при θ → 0, поскольку

ϵyz само по себе ∼ sin 4θ при малых θ [61].
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вклад в η можно оценить как 1 мэВ для межзонной константы деформацион-

ного потенциала Ξcv ≈ −1 эВ, а вклад объемной асимметрии (BIA) составляет

∼ 0.2 мэВ. Параметры χ и ζ связаны со структурной асимметрией (SIA) кванто-

вой ямы, приведем их оценки для электрического поля Ez = 15 кВ/см. Вклад в χ

и ζ, обусловленный кубической гофрировкой спектра и определяемый разностью

γ′2−γ′3, имеет порядок 0.1 мэВ; деформационные вклады в χ и ζ можно оценить как

−0.1 мэВ и −0.2 мэВ [A4]. Параметры, связанные со структурной асимметрией,

зависят от поля Ez и могут быть значительно больше в реальных структурах.

1.3 Спиральные краевые состояния в нулевом маг-
нитном поле

В разделе 1.2 была рассмотрена тонкая структура «объёмных» (двумерных)

электронных состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe критической и близкой к

критической ширины. В частности, было показано, что конус дираковских состо-

яний расщепляется за счёт отсутствия центра инверсии в квантовой яме. В этом и

последующем разделе будет изучено влияние инверсионной асимметрии на струк-

туру спиральных состояний, возникающих на краях ямы HgTe/CdHgTe в фазе

топологического изолятора. В данном разделе проанализирован случай нулевого

магнитного поля, а в разделе 1.4 рассмотрены новые эффекты, возникающие в

спиральных каналах в присутствии магнитного поля.

Рассмотрим квантовую яму HgTe/CdHgTe, выращенную вдоль кристаллогра-

фического направления [001], с симметричным гетеропотенциалом. Эффектив-

ный гамильтониан электронных состояний в такой яме, записанный в базисе

|E1,+⟩, |H1,+⟩, |E1,−⟩, |H1,−⟩, имеет вид [A2]

H(kx, ky) = −Dk2I4 +


δ −Bk2 iAk+ 0 iγ
−iAk− −δ +Bk2 iγ 0

0 −iγ δ −Bk2 −iAk−
−iγ 0 iAk+ −δ +Bk2

 , (1.24)

где k2 = k2x + k2y, k± = kx ± iky, I4 – единичная матрица 4× 4, и δ, A, B, D – зон-
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ные параметры. Гамильтониан (1.24) отличается от гамильтониана (1.2) наличием

диагональных, квадратичных по волновому вектору слагаемых, пропорциональ-

ных зонным параметрам B и D. Эти слагаемые возникают в 4-зонной k·p-модели

при учёте смешивания базисных состояний с далёкими энергетическими зонами.

Для характерных значений параметров, см. табл. 1.1, всегда выполняются соотно-

шения |D|k2 ≪ |δ| и |B|k2 ≪ |δ|, а также |B|, |D| ≪ A2/|δ|. Последнее соотношение

означает, что эффективная масса дираковских фермионов при малых k определя-

ется сильным смешиванием близко расположенных подзон электронного и дыроч-

ного типа (∼ Ak), а не смешиванием с далёкими зонами. Таким образом, спектр

объёмных состояний, имеющий вид ε(k) = −Dk2±
√
(δ −Bk2)2 + (γ ± Ak)2, лишь

незначительно модифицируется при учёте слагаемых ∼ k2. Напротив, как будет

показано ниже, слагаемые ∼ k2 необходимо учитывать при расчёте краевых состо-

яний в модели «открытого» граничного условия. Отметим, что изотропная (γ = 0)

часть гамильтониана (1.24) совпадает с широко используемым в литературе га-

мильтонианом Берневига–Хьюза–Жанга [27].

Таблица 1.1: Параметры гамильтонианов (1.24) и (1.37), соответствующие квантовой
яме HgTe/Hg0.3Cd0.7Te ширины 7 нм (немного больше критической) [45, 47].

A (эВ·Å) B (эВ·Å2) D (эВ·Å2) γ (мэВ) g
∥
e g⊥e g

∥
h g⊥h

3.6 -68 -51 5 -20 22 0 -1

Рассмотрим теперь квантовую яму, занимающую полупространство x > 0, см.

рис. 1.7. В фазе топологического изолятора, когда параметры B и δ имеют оди-

наковый знак, на границе с вакуумом возникает пара проводящих спиральных

состояний, энергия которых лежит внутри запрещённой зоны квантовой ямы [15].

Краевые состояния характеризуются волновым вектором ky, направленным вдоль

края, и псевдоспином s = ±1/2, который нумерует дисперсионные ветви. Волно-

вые функции спиральных состояний с противоположными значениями волнового

вектора и псевдоспина ψkys и ψ−ky−s связаны симметрией по отношению к инвер-

сии времени, и поэтому имеют одинаковую энергию (крамерсово вырождение). В
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дальнейшем мы будем выбирать волновые функции ψkys так, чтобы они удовле-

творяли соотношению T ψkys = −2s ψ−ky−s, где T – оператор инверсии времени.

y

x

[100]

[010]
�

Рис. 1.7: Край топологического изолятора на основе квантовой ямы HgTe/CdHgTe с
изображением спиральных краевых состояний. Штриховыми линиями показаны кри-
сталлографические оси [100] и [010] квантовой ямы, β – угол ориентации края.

Энергии εkys и волновые функции ψkys краевых состояний находятся из реше-

ния уравнения Шредингера

H
(
k̂x, ky

)
ψkys = εkysψkys (1.25)

с гамильтонианом (1.24) и k̂x = −i∂/∂x. Краевым состояниям соответствуют реше-

ния (1.25) с волновой функцией, затухающей на бесконечности, ψkys(x→ +∞) = 0.

В качестве граничного условия при x = 0 мы будем использовать «открытое»

граничное условие, заключающееся в занулении компонент волновой функции на

краю, ψkys(x = 0) = 0. Граничные условия другого вида и их влияние на спектр

краевых состояний будут обсуждаться в конце этого раздела.

1.3.1 Изотропная модель

Рассмотрим для начала случай γ = 0 в гамильтониане (1.24), соответствующий

изотропной (центросимметричной) модели ямы HgTe/CdHgTe. В рамках этой мо-

дели можно получить аналитические выражения для спектра и волновых функ-

ций краевых состояний при произвольном ky [89]. При γ = 0 гамильтониан (1.24)

распадается на два независимых спиновых блока размерностью 2×2, и уравнение
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Шрёдингера (1.25) имеет аналитическое решение, справедливое во всём диапазоне

волновых векторов [89]:

εkys = −qδ + 2sκAky , (1.26)

ψky+1/2 =
eikyy√
2L


a(x, ky)

−αa(x, ky)
0
0

 , (1.27)

ψky−1/2 =
eikyy√
2L


0
0

a(x,−ky)
αa(x,−ky)

 .

Здесь L – нормировочная длина в направлении y,

q =
D

B
, κ =

√
B2 −D2

B2
, α =

√
B +D

B −D
, (1.28)

функция a имеет вид

a(x, ky) =
2√

l2(ky)(1 + α2)

[
e−x/l1 − e−x/l2(ky)

]
, (1.29)

где

l2(ky)
−1 = l−1

2 − qky , (1.30)

и длины l1 и l2 даются выражениями:

l1 = −κB
A

, l2 = − A

κδ
. (1.31)

Формулы (1.26)–(1.30) справедливы при B < 0, δ < 0, |D| < |B| и A > 0, см.

табл. 1.1, а также соотношениях l1 ≪ l2(ky) и kyl1 ≪ 1, которые выполняются для

характерных значений зонных параметров и волнового вектора ky.

Волновая функция краевого состояния (1.29) представляет собой разность двух

затухающих экспонент. Соответствующие длины затухания для параметров из

табл. 1.1 и δ = −10 мэВ равны l1 ≈ 10 Å и l2 ≈ 540 Å. Поскольку l1 ≪ l2,

вклад, пропорциональный e−x/l1 , существенен лишь непосредственно вблизи края,

в то время как поведение волновой функции в остальной области пространства

37



определяется второй экспонентой e−x/l2 . Величины, рассчитанные ниже с исполь-

зованием волновых функций краевых состояний, получены в основном (нулевом)

порядке по малому параметру l1/l2.

Энергетический спектр объёмных и краевых состояний, полученный в рамках

изотропной модели, приведён на рис. 1.8. Как следует из (1.26), спектр краевых

электронов состоит из двух ветвей, отвечающих s = ±1/2, с линейной дисперсией

во всём диапазоне ky. Точка пересечения дисперсионных ветвей краевых состояний

сдвинута вверх по энергии относительно середины щели на расстояние q|δ|, где q =

D/B – параметр «электрон-дырочной асимметрии». Скорость краевых электронов

v = κA/ℏ определяется параметром межзонного смешивания A и отношением

D/B. Краевые состояния «сливаются» с объёмными (двумерными) состояниями

зоны проводимости в точках ky = ±1/(ql2), в этих же точках длина затухания

l2(ky), определяемая выражением (1.30), обращается в бесконечность.
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Рис. 1.8: Энергетическая дисперсия электронов в квантовой яме HgTe/CdHgTe c δ =
−10 мэВ в рамках изотропной модели (γ = 0). Серые закрашенные области соответству-
ют объёмным состояниям, синие и красные линии – краевым спиральным состояниям с
противоположными значениями псевдоспина.
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1.3.2 Квантовые ямы без центра инверсии

Рассмотрим далее реалистичные квантовые ямы без центра инверсии, элек-

тронные состояния в которых описываются гамильтонианом (1.24) при γ ̸= 0. В

общем случае аналитические решения для краевых состояний существуют только

при ky = 0, спектр краевых электронов при малых ky ̸= 0 можно найти по тео-

рии возмущений. Энергия спиральных состояний при ky = 0 равна ε0s = −qδ, а

волновые функции вблизи ky = 0 имеют вид [A5]:

ψ0+1/2 =
eikyy√
2L


a(x)

−αa(x)
−ib(x)
−iαb(x)

 , (1.32)

ψ0−1/2 =
eikyy√
2L


−ib(x)
iαb(x)
a(x)
αa(x)

 ,

где

a(x) =
2√

l2(1 + α2)

[
e−x/l1 cos

φ

2
− e−x/l2 cos

(
k0x−

φ

2

)]
,

b(x) =
2√

l2(1 + α2)

[
e−x/l1 sin

φ

2
+ e−x/l2 sin

(
k0x−

φ

2

)]
, (1.33)

k0 =
γ

A
, tanφ = − γ

κδ
, (1.34)

а параметры l1,2, α и κ даются выражениями (1.28) и (1.31).

Волновые функции (1.32) являются линейной суперпозицией всех четырёх ба-

зисных функций, в отличие от состояний (1.27) изотропной модели. Как следует

из (1.33), при γ = 0 функция b(x) обращается в ноль. Координатные зависимо-

сти амплитуд a(x) и b(x) построены на рис. 1.9. При x ≫ l1 функции a(x) и b(x)

осциллируют с пространственным периодом 2π/k0 и затухают на длине l2. Количе-

ство осцилляций, умещающихся на длине затухания, определяется безразмерным

параметром k0l2 = −γ/(δκ), значение которого велико при |δ| ≪ γ.

Спроецировав часть гамильтониана (1.24), в которую входят слагаемые с ky,

на волновые функции (1.32), получим эффективный (2×2) гамильтониан краевых
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Рис. 1.9: Амлитуды a(x) и b(x), определяющие пространственное поведение волновых
функций краевых состояний (1.32) для различных значений параметра k0l2 = γ/(|δ|κ).

состояний с точностью до линейных по ky вкладов:

Hedge(ky) = −qδ + ℏvkyσz , (1.35)

где σz – матрица Паули, действующая в базисе {ψ0+1/2, ψ0−1/2}, и

v =
A

ℏ
|δ|κ2√

κ2δ2 + γ2
. (1.36)

Параметр v описывает групповую скорость краевых электронов. В отличие от изо-

тропной модели, см. (1.26), скорость краевых электронов при γ ̸= 0 в значительной

степени зависит от толщины квантовой ямы. В частности, при |δ| ≪ γ, скорость

стремится к нулю, и дисперсия спиральных состояний исчезает.

В заключение рассчитаем спектр объёмных и краевых состояний в полоске ко-

нечной ширины w = 1 µм и сравним его с полученными выше аналитическими

результатами. Для этого найдём численные решения уравнения Шредингера с га-

мильтонианом H0(−i∇, ky) и открытыми граничными условиями ψ(x = −w/2) =
ψ(x = w/2) = 0. На рис. 1.10 приведены результаты такого расчёта для квантовой
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ямы HgTe/Cd0.7Hg0.3Te с объёмной щелью δ = −4 мэВ. При расчёте использова-

лись зонные параметры, приведённые в табл. 1.1.

En
er

gy
 (m

eV
)

−20

−10

0

10

20

Wave vector along the edge (106 cm-1)
−0.4 −0.2 0 0.2 0.4

Рис. 1.10: Электронный спектр полоски шириной 1 µм, сделанной из квантовой ямы
HgTe/CdHgTe в топологически нетривиальной фазе (δ = −4 мэВ).

Из рис. 1.10 видно, что внутри запрещённой зоны объёмного материала воз-

никают состояния с линейной дисперсией вблизи ky = 0. Спектр этих состояний

сдвинут относительно середины запрещённой зоны на величину −δD/B, см. (1.35).

Каждая дисперсионная кривая соответствует двум почти вырожденным спираль-

ным состояниям, локализованным на двух противоположных краях полоски. По-

скольку полоска имеет конечную ширину, волновые функции состояний, локали-

зованных на противоположных краях, неизбежно перекрываются, что приводит к

открытию маленькой щели в спектре спиральных состояний при ky = 0 [65]. Эта

щель, однако, экспоненциально убывает с ростом ширины полоски; при w = 1 µм

щель составляет всего лишь 5 µэВ. В точках ky ≈ ±γ/A дисперсия объёмных

состояний имеет выраженные экстремумы, возникающие за счёт смешивания тя-

жёлых и лёгких дырок, см. также рис. 1.4. В соответствии с формулой (1.36) такая
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форма объёмного спектра приводит к уплощению дисперсионных ветвей краевых

состояний. Для спектра, приведённого на рис. 1.10, скорость краевых электронов

при малых ky равна v ≈ 2.4× 107 см/сек и совпадает со значением, рассчитанным

по формуле (1.36).

Роль граничных условий

Выражения (1.26) и (1.35), определяющие дисперсию спиральных состояний,

получены для «открытого» граничного условия ψ(x = 0) = 0. Решения с более

сложным граничным условием ψ′(x = 0) + hψ(x = 0) = 0, где h – параметр, от-

личаются от рассмотренных только коэффициентами перед экспонентами e−x/l1 и

e−x/l2 в функциях a(x) и b(x), при этом длины затухания l1 и l2 остаются преж-

ними. Таким образом, параметр h влияет на поведение волновых функций лишь

непосредственно вблизи края, в то время как волновые функции при x≫ l1 оста-

ются неизменными.

Наиболее общий вид граничных условий на границе топологического изолято-

ра с вакуумом получен из общих физических соображений в работе [68]. Гранич-

ные условия общего вида учитывают возможное смешивание базисных функций

на краю структуры [90], а также подмешивание далёких энергетических подзон

к рассматриваемым в k·p-модели. Положение точки пересечения дисперсионных

ветвей краевых состояний (дираковская точка) и их скорость зависят от гранич-

ных условий. В частности, возможен случай, когда граничное условие само по

себе нарушает электрон-дырочную симметрию в системе. В этом случае даже при

D = B = 0 в гамильтониане квантовой ямы спектр краевых состояний сдвигается

по энергии относительно середины запрещенной зоны и отклоняется от линейно-

го [68, 89].

Ещё одним примером системы со спиральными состояниями является граница

двух квантовых ям HgTe/HgCdTe разной ширины, находящихся в фазах триви-

ального и топологического изолятора [67]. В простейшем случае такой контакт

можно смоделировать знакопеременной зависимостью δ(x) в гамильтониане (1.24),
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считая, что остальные зонные параметры слабо зависят от ширины ямы. В случае

B = D = 0 такая модель предсказывает наличие краевых состояний с дираковской

точкой, расположенной в середине щели квантовой ямы [13, 91]. Если, например,

δ(x) = δlΘ(−x) − δrΘ(x), где δl,r > 0 и Θ(x) – функция Хэвисайда, то волновые

функции краевых состояний имеют вид затухающих вглубь от контакта экспо-

нент с длинами l2,r = A/δr и l2,l = A/δl. Наличие в гамильтониане (1.24) малых

слагаемых, пропорциональных B и D, в этом случае не приводит к существенным

изменениям спектра краевых состояний: он по-прежнему остаётся симметричным

относительно ε = 0. Детальный анализ структуры краевых состояний на контакте

двух изоляторов в рамках изотропной модели приведён в работе [67].

1.4 Влияние магнитного поля на объёмные и кра-
евые состояния

Рассмотрим далее модификацию спектра объёмных и краевых состояний в

квантовых ямах HgTe/CdHgTe в присутствии внешнего магнитного поля. Маг-

нитное поле в k·p-модели учитывается с помощью подстановки Пайерлса k →
−i∇− (e/cℏ)A в гамильтониане (1.24), а также приводит к появлению добавочно-

го зеемановского вклада

HZ =
µB

2


g⊥e Bz 0 g

∥
eB− 0

0 g⊥hBz 0 g
∥
hB+

g
∥
eB+ 0 −g⊥e Bz 0

0 g
∥
hB− 0 −g⊥hBz

 , (1.37)

где e – заряд электрона, A – векторный потенциал магнитного поля, B = ∇×A,

µB – магнетон Бора, g∥e , g⊥e , g∥h и g⊥h – вклады в g-факторы подзон |E1⟩ и |H1⟩, свя-

занные с g-фактором свободного электрона и взаимодействием с далёкими элек-

тронными и дырочными подзонами, и наконец, B± = Bx± iBy. Смешивание состо-

яний |E1⟩ и |H1⟩ магнитным полем, параллельным оси роста квантовой ямы, учи-

тывается точно в гамильтониане H[−i∇− (e/cℏ)A]. Смешивание же этих подзон

магнитным полем, лежащим в плоскости квантовой ямы, мало, поскольку требует
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учёта отсутствия центра инверсии в структуре, и поэтому мы пренебрегаем таким

смешиванием в гамильтониане (1.37). Также отметим, что g∥h предполагается ма-

лым по сравнению с g∥e [92]. Величины g-факторов, используемые для численных

расчётов, приведены в табл. 1.1.

1.4.1 Объёмные уровни Ландау

Спектр объёмных уровней Ландау в перпендикулярном магнитном поле B =

(0, 0, Bz) находится из уравнения Шредингера {H[−i∇ − (e/cℏ)A] +HZ}Ψ = εΨ.

Выберем калибровку Ландау A = (0, Bzx, 0) и, следуя работам [47, 53, 73], бу-

дем искать решение уравнения Шредингера, раскладывая четырёх-компонентную

волновую функцию Ψ в ряд по функциям ϕn,ky свободного электрона на уровне

Ландау

Ψ =
∑
n≥0


an
bn
cn
dn

ϕn,ky , (1.38)

где n и ky – квантовые числа, и an, bn, cn и dn – коэффициенты.

На рис. 1.11 изображены результаты расчёта энергетического спектра ямы

HgTe/CdHgTe в топологически нетривиальной фазе. Уровни Ландау можно разде-

лить на две группы. Первая группа состоит из двух «нулевых» мод, отвечающих

n = 0. Эти моды формируются из состояний |E1,+⟩ и |H1,−⟩, и они «отцеплены»

от других уровней Ландау с n ≥ 1. Энергии нулевых мод равны

ε
(±)
0 = −D

l2B
+

1

4
(g⊥e − g⊥h )µBBz ±

√[
δ − B

l2B
+

1

4
(g⊥e + g⊥h )µBBz

]2
+ γ2 , (1.39)

где lB =
√
cℏ/|eBz| - магнитная длина. 2

В отсутствии интерфейсного смешивания (γ = 0) нулевые уровни Ландау пе-

ресекаются в критическом поле Bz = Bc, модуль которого равен [47, 73]

|Bc| = δ/[|e|B/(cℏ)− µB(g
⊥
e + g⊥h )sgn(Bc)/4] , (1.40)

2В формуле (1.39) и далее мы используем Bα, α = x, y, z, для обозначения компонент магнит-
ного поля, в то время как B по-прежнему обозначает зонный параметр гамильтониана (1.24).
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Рис. 1.11: Объёмные уровни Ландау в квантовой яме HgTe/HgCdTe с δ = −10 мэВ.
Красные кривые показывают зависимость нулевых уровней Ландау от магнитного по-
ля. Штриховые красные линии на панели (а) показывают положение нулевых уровней
Ландау в отсутствии смешивания тяжёлых и лёгких дырок (γ = 0). На панелях (b) и (c)
изображена структура уровней Ландау в малых магнитных полях.
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Рис. 1.12: Объёмные уровни Ландау в квантовой яме HgTe/HgCdTe критической шири-
ны, δ = 0. Красные кривые показывают дисперсию нулевых уровней Ландау.
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где функция sgn даёт знак аргумента. Для параметров, представленных в

табл. 1.1, первое слагаемое в знаменателе (1.40) больше второго по абсолютной

величине, и знак знаменателя отрицательный. Следовательно, нулевые уровни

Ландау пересекаются только в случае δ < 0, то есть в фазе топологического изо-

лятора, см. рис. 1.11 (а). Как видно из (1.39), смешивание состояний |E1,+⟩ и

|H1,−⟩ за счёт интерфейсной (или объёмной [35, 50]) инверсионной асимметрии

приводит к антипересечению нулевых мод, при этом в спектре открывается щель

2γ при Bz = Bc, см. рис. 1.11 (а).

Состояния во второй группе уровней Ландау описываются волновыми функци-

ями Ψ = (an |n⟩ , bn−1 |n− 1⟩ , cn−1 |n− 1⟩ , dn |n⟩)T с n ≥ 1. Соответствующие энер-

гии являются корнями полинома четвёртой степени и в общем случае находятся

численно. В случае g⊥e = g⊥h = 0 и B = D = 0 энергии можно найти аналитически,

и они равны

ε(1,4)n = ∓
√
δ2 +

(
γ + A

√
n/lB

)2
, (1.41)

ε(2,3)n = ∓
√
δ2 +

(
γ − A

√
n/lB

)2
.

Дисперсия объёмных уровней Ландау в квантовой яме критической ширины пока-

зана на рис. 1.12. В этом случае каждый из вейлевских конусов на рис. 1.3 (левая

панель) формирует веер уровней Ландау с энергией, пропорциональной ±
√
n|Bz|.

1.4.2 Эффект Зеемана для краевых состояний

Магнитное поле в плоскости квантовой ямы

Рассмотрим теперь влияние магнитного поля на спектр краевых состояний. Мы

начнём анализ с магнитного поля, лежащего в плоскости ямы B = (Bx, By, 0), ко-

торое мы будем называть поперечным. Поперечное магнитное поле перемешивает

электронные и дырочные состояния в рамках зеемановского гамильтониана (1.37).

Спроецировав гамильтониан Hz на волновые функции {ψ0+1/2, ψ0−1/2} краевых со-

стояний (1.32) в нулевом поле, получим эффективный зеемановский гамильтониан
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краевых состояний:

H(B)
edge =

1

2
µB (gxxσxBx + gyyσyBy) , (1.42)

где σx,y – матрицы Паули, а gxx и gyy – компоненты тензора g-фактора краевых

состояний:

gxx =
1

2

(
B −D

B
g∥e −

B +D

B
g
∥
h

)
, (1.43)

gyy =
1

2

(
B −D

B
g∥e +

B +D

B
g
∥
h

) −δκ√
κ2δ2 + γ2

.

Из уравнений (1.42) и (1.43) следует, что интерфейсная (и объёмная) асим-

метрия квантовой ямы приводит к сильной анизотропии поперечного эффекта

Зеемана для краевых состояний. Эффективный g-фактор в магнитном поле, па-

раллельном краю, B ∥ y ∥ [010], подавлен в меру множителя 1/
√

1 + (γ/κδ)2,

который определяется отношением параметра интерфейсного смешивания и ши-

рины запрещённой зоны квантовой ямы.

Магнитное поле открывает щель в спектре краевых состояний:

εgap = µBB
√
g2xx cos

2 α + g2yy sin
2 α , (1.44)

где α = arctan(By/Bx) – угол между вектором B и нормалью к краю. Анизотро-

пия g-фактора (1.43) проявляется в зависимости величины щели от направления

магнитного поля. На рис. 1.13 приведены зависимости εgap(α) для квантовой ямы

с δ = −4 мэВ, рассчитанные двумя способами – по формулам (1.43), (1.44) и с

помощью численной диагонализации гамильтониана H +HZ в полоске конечной

ширины. Видно, что приближённые формулы (1.43) для g-факторов, полученные

в первом порядке теории возмущений, хорошо согласуются с численным расчётом.

Для такой ямы g-факторы (1.43) равны gxx ≈ −2.5 и gyy ≈ −1.2. Отличие кривых

для α вблизи 0 и π связано со сдвигом дна валентной зоны в магнитном поле, см.

вставку к рис. 1.13, которое не учитывается в формуле (1.43).
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Рис. 1.13: Щель в спектре краевых состояний как функция угла α между магнитным
полем, лежащим в плоскости ямы, и нормалью к краю для δ = −4 мэВ и |B| = 3 T.
Сплошной кривой показан результат численного расчёта в полоске конечной ширины
w = 1 µм, штриховой – расчёт по формулам (1.43), (1.44). На вставке показаны изучаемая
геометрия и энергетический спектр при α = 0.

Магнитное поле, перпендикулярное квантовой яме

Магнитное поле, перпендикулярное квантовой яме B = (0, 0, Bz) (будем да-

лее называть его продольным), влияет на краевые состояния через смешивание

электронных и дырочных состояний гамильтонианом H[−i∇ − (e/cℏ)A] и диаго-

нальные члены гамильтониана HZ . Несмотря на то, что магнитное поле нарушает

симметрию по отношению к инверсии времени, и следовательно, может разрушить

топологическую защиту краевых состояний, было показано, что в центросиммет-

ричных моделях магнитное поле Bz < Bc не открывает щель в спектре краевых

состояний, сохраняя их спиральную структуру [73, 75]. Щель открывается только

в достаточно больших полях Bz > Bc, когда система переходит в режим кванто-

вого эффекта Холла. Интерфейсное смешивание в реалистичных квантовых ямах

качественно меняет поведение краевых состояний в продольном магнитном поле

и приводит к открытию щели в произвольно малых полях.

Для анализа поведения спектра краевых электронов в продольном поле выбе-
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рем калибровку векторного потенциала в виде A = (0, Bz(x+ xc), 0), где xc – кон-

станта. Различные значения xc соответствуют различным калибровкам магнитно-

го поля. Спроецировав гамильтониан H[−i∇− (e/cℏ)A] +HZ на состояния (1.32),

получим эффективный зеемановский гамильтониан:

H(B)
edge =

1

2
µB (gyzσyBz + gzzσzBz) . (1.45)

Из (1.45) следует, что диагональная компонента gzz приводит лишь к сдвигу спек-

тра вдоль ky без открытия щели. Этот сдвиг зависит от калибровки магнитного

поля и, в случае одиночного края, может быть исключён подходящим выбором

параметра xc [A2]. Напротив, слагаемое ∝ gyzσyBz не зависит от калибровки, а со-

ответствующий g-фактор, в основном порядке по l1/l2 и k0l1, даётся выражением:

gyz =
2m0A

2

ℏ2
−γδκ2

(δ2κ2 + γ2)3/2
, (1.46)

где m0 – масса свободного электрона. g-фактор gyz имеет орбитальную природу,

поскольку он возникает из гамильтониана H[−i∇ − (e/cℏ)A]. Соответствующее

слагаемое в гамильтониане (1.45) смешивает краевые состояния с противополож-

ными проекциями псевдоспина и открывает щель

εgap =
2m0A

2

ℏ2
µBγκ2|δBz|
(δ2κ2 + γ2)3/2

. (1.47)

Щель в спектре краевых состояний в продольном магнитном поле возникает за

счёт отсутствия центра инверсии в квантовой яме и немонотонно зависит от ве-

личины объёмной щели 2|δ|.
Продольный g-фактор gyz в яме с δ = −4 мэВ равен gyz ≈ 160 и значительно

превышает поперечные компоненты gxx и gyy. Такая гигантская анизотропия g-

фактора для направлений B ∥ z и B ⊥ z подтверждается в экспериментах по

магнитотранспорту при сверхнизких температурах. Так, в работе [43] обнаружено,

что продольное магнитное поле приводит к подавлению проводимости по краевым

каналам за счёт открытия зеемановской щели, тогда как влияние поперечного

магнитного поля на проводимость значительно слабее.
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На рис. 1.14 показаны электронные спектры полоски, помещённой в продольное

магнитное поле для четырёх значений поля Bz = 0.02 T, 0.1 T, 2 T и 10 T. Спектры

рассчитаны для квантовой ямы с объёмной щелью 2|δ| = 20 мэВ. В соответствии

с формулой (1.47) продольное магнитное поле открывает щель в спектре краевых

состояний. Зависимость щели от величины поля Bz показана на рис. 1.15. В малых

полях эта зависимость линейна, и для заданного магнитного поля, εgap является

немонотонной функцией объёмной щели 2|δ| (см. вставку на рис. 1.15), в согласии

с формулой (1.47).

Продольное магнитное поле также приводит к диамагнитному сдвигу диспер-

сионных кривых состояний, локализованных на противоположных краях полоски.

Эти сдвиги вдоль ky отчётливо видны на рисунках 1.14 (a) и (b). Отметим, что от-

носительный сдвиг спектров состояний, локализованных на правом и левом краях,

не зависит от калибровки магнитного поля и в достаточно широких полосках ра-

вен w/l2B. В расчётах использована калибровка xc = 0, так что спектры сдвигаются

симметрично относительно ky = 0 на волновые вектора ±w/2l2B.

В больших магнитных полях, см. рис. 1.14 (c) и (d), уровни энергии становятся

плоскими для всех волновых векторов ky за исключением узких областей вблизи

ky = ±w/2l2B. Такая трансформация спектра соответствует формированию объём-

ных уровней Ландау. В частности, два уровня в районе ε = 0 отвечают нулевым

уровням Ландау с энергиями ε
(±)
0 , определяемыми формулой (1.39). Состояния с

сильно выраженной дисперсией вблизи ky = ±w/2l2B локализованы на краях по-

лоски и соответствуют киральным электронным и дырочным модам. В отличие

от краевых состояний в нулевом магнитном поле, направление движения электро-

нов и дырок в киральных каналах не зависит от спина и определяется знаком

магнитного поля Bz. Таким образом, сильное продольное магнитное поле, в итоге,

переводит квантовую яму в режим квантового эффекта Холла.
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Рис. 1.14: Электронные спектры полоски, помещённой в магнитное поле B ∥ z. Спек-
тры рассчитаны для w = 1 µм и δ = −10 мэВ. Красные сплошные и синие штриховые
дисперсионные кривые на панелях (a) и (b) соответствуют состояниям, локализован-
ным на левом и правом краях. Пунктирные вертикальные линии указывают положения
ky = ±w/2l2B для каждого значения магнитного поля. Красные кривые на панелях (c) и
(d) отвечают при малых ky нулевым уровням Ландау квантовой ямы, см. также рис. 1.11.
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Рис. 1.15: Щель в спектре краевых состояний как функция магнитного поля, перпен-
дикулярного квантовой яме. Штриховые линии показывают линейные зависимости при
малых полях. На вставке показана зависимость щели при Bz = 0.01 T от ширины запре-
щённой зоны квантовой ямы 2|δ|, точками показаны результаты численного расчёта в
полоске конечной ширины, линией показана аналитическая зависимость, рассчитанная
по формуле (1.47).

Край с произвольной кристаллографической ориентацией

В предыдущих разделах мы рассмотрели квантовые ямы с краями, параллель-

ными одной из кубических осей, y ∥ [010]. Между тем, поскольку интерфейсная и

объёмная инверсионная асимметрия связаны с определёнными кристаллографиче-

скими осями, естественно ожидать, что g-факторы краевых состояний зависят от

ориентации края. В связи с этим, рассмотрим полубесконечную структуру с кра-

ем произвольной кристаллографической ориентации, задаваемой углом β между

краем и осью [010], см. рис. 1.7. Расчёт волновых функций и спектра спиральных

состояний в такой структуре выполнен в работах [A2, A5]. В работе [A2] показано,

что спектр краевых состояний в нулевом магнитном поле не зависит от ориентации

края, а эффективный зеемановский гамильтониан принимает вид

H′(B)
edge =

µB

2

∑
i,j=x′,y′,z

gijσiBj , (1.48)
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где введена новая координатная система (x′, y′, z), развёрнутая относительно

(x, y, z) на угол β. Компоненты тензора g-фактора даются следующими выраже-

ниями [A5]:

gx′x′ = g1 cos
2 2β + g2 sin

2 2β , (1.49)

gy′y′ = g1 sin
2 2β + g2 cos

2 2β ,

gx′y′ = gy′x′ =
1

2
(g1 − g2) sin 4β ,

gx′z = −g3 sin 2β ,

gy′z = g3 cos 2β , (1.50)

где

g1 =
1

2

(
B −D

B
g∥e −

B +D

B
g
∥
h

)
, (1.51)

g2 =
1

2

(
B −D

B
g∥e +

B +D

B
g
∥
h

) −δκ√
κ2δ2 + γ2

,

g3 =
2m0A

2

ℏ2
−γδκ2

(δ2κ2 + γ2)3/2
. (1.52)

При β = 0 имеем gx′x′ = g1, gy′y′ = g2, gy′z = g3 и gx′y′ = gx′z = 0, что согласуется с

полученными ранее формулами (1.43) и (1.46).

Магнитное поле в плоскости квантовой ямы открывает щель в спектре краевых

состояний, равную

εgap = µB

√
(gx′x′Bx′ + gx′y′By′)2 + (gy′y′By′ + gy′x′Bx′)2. (1.53)

Зависимость щели от направления магнитного поля при g∥h = 0 имеет вид

εgap =
1

2

∣∣∣∣B −D

B
g∥e

∣∣∣∣µBB

√
cos2(α− 2β) +

δ2κ2

δ2κ2 + γ2
sin2(α− 2β) , (1.54)

где α – угол между B и нормалью к краю. Как видно из (1.54), в образце с

краем кристаллографической ориентации β угловая зависимость щели сдвигается

по фазе на угол 2β. Щель, индуцированная нормальной компонентной магнитного

поля, не зависит от ориентации края и по-прежнему даётся выражением (1.47).
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1.5 Краткие итоги

В главе 1 получены следующие основные результаты:

• Построена теория тонкой структуры энергетического спектра двумерных ди-

раковских состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe c произвольной кри-

сталлографической ориентацией вида (0lh), где l и h — индексы Миллера.

• Показано, что спектр дираковских состояний в квантовых ямах

HgTe/CdHgTe в общем случае содержит четыре вейлевские точки. Конку-

ренция объёмной, интерфейсной и структурной асимметрии квантовой ямы

приводит к повороту дираковского конуса в k-пространстве.

• Предсказана сильная анизотропия эффекта Зеемана для краевых спираль-

ных состояний в двумерном топологическом изоляторе на основе квантовой

ямы HgTe/CdHgTe в магнитном поле, лежащем в плоскости ямы.

• Показано, что сколь угодно малое по величине магнитное поле, направлен-

ное вдоль нормали к квантовой яме HgTe/CdHgTe, открывает щель в спек-

тре спиральных краевых состояний. Величина этой щели пропорциональна

параметру интерфейсного смешивания тяжёлых и лёгких дырок.
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Глава 2

Фотогальванические эффекты в
краевых каналах двумерных
топологических изоляторов

2.1 Введение

Наиболее интригующая особенность двумерных топологических изоляторов

связана с наличием краевых состояний с энергиями, лежащими в запрещённой

зоне объёмного материала. В случае, когда уровень Ферми лежит внутри объём-

ной щели, именно краевые состояния проводят электрический ток, в то время как

объём структуры является изолятором [8, 9]. Топологически защищённые краевые

состояния в двумерных системах могут возникать как в присутствии квантующего

магнитного поля, так и в нулевом поле. В первом случае возникающие в сильном

магнитном поле одномерные (киральные) каналы ответственны за квантование

поперечной проводимости в режиме квантового эффекта Холла [93—98]. Упругое

рассеяние электронов внутри таких каналов подавлено вследствие направленно-

го движения, определяемого знаком магнитного поля. В отличие от квантового

эффекта Холла появление спиральных краевых состояний не связано с магнит-

ным полем: они возникают благодаря инверсии зон, вызванной сильным спин-

орбитальным взаимодействием, и защищены от беспорядка симметрией по отно-
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шению к инверсии времени. Спиральные состояния возникают парами: в каждой

паре электроны со спином «вверх» и «вниз» двигаются вдоль края в противопо-

ложных направлениях, см. рис. 1.7. Впервые квантование проводимости, связан-

ное с транспортом по спиральным каналам (квантовый спиновый эффект Холла),

наблюдалось в квантовых ямах HgTe в работе [4]; в дальнейшем, была обнаруже-

на также нелокальная проводимость по краевым каналам [33, 34]. Электронный

транспорт в краевых каналах двумерных топологических изоляторов широко ис-

следуется и в настоящее время как экспериментально, так и теоретически. В част-

ности, можно выделить работы по измерению локальной и нелокальной проводи-

мости и визуализации краевых токов [5, 36, 37, 39, 42, 43, 99], инжектированию

спин-поляризованных электронов из краевых каналов в магнитные материалы и

сверхпроводники [40, 100], изучению механизмов рассеяния спиральных электро-

нов [101–107].

Оптические исследования краевых каналов, несмотря на свою сложность, от-

крывают дополнительные возможности по изучению спиновой структуры краевых

состояний и особенностей электрон-фотонного взаимодействия. В частности, в ра-

ботах [108, 109] теоретически предсказано, а в работе [A1] экспериментально про-

демонстрировано, что фотоионизация спиральных каналов циркулярно поляри-

зованным излучением сопровождается генерацией электрического тока, текущего

по кругу вдоль краёв образца. Такой фототок возникает за счёт того, что элек-

троны, движущиеся в противоположных направлениях внутри краевого канала,

по-разному поглощают циркулярно поляризованное излучение. Благодаря жёст-

кой связи импульса и спина, асимметрия поглощения приводит также к спиновой

ориентации краевых электронов. Спиновая ориентация и генерация краевых токов

возможны и при меньших энергиях фотонов, когда падающее излучение вызывает

оптические переходы внутри краевого канала – между спиральными состояниями

со спином «вверх» и «вниз». В рамках центрально-симметричной модели тополо-

гических изоляторов, см. например, (1.24) при γ = 0, такие оптические переходы
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возможны только за счёт слабого смешивания состояний с противоположным спи-

ном магнитным полем излучения [110, 111]. С другой стороны, отсутствие центра

инверсии в экспериментально исследуемых топологических изоляторах на осно-

ве квантовых ям HgTe/CdHgTe и InAs/GaSb, приводит к возникновению более

сильных – электро-дипольных – переходов, вызванных электрическим полем вол-

ны [A3].

Дополнительную информацию о структуре краевых состояний позволяют по-

лучить исследования нелинейного электронного транспорта, когда возникающий

постоянный электрический ток пропорционален квадрату амплитуды падающего

переменного поля. В случае когда генерация постоянного тока связана с асиммет-

рией оптических переходов в k-пространстве, такие эффекты обычно называются

фотогальваническими [112, 113]. Фотогальванические эффекты, открытые в 1970-

ых годах в объёмных пироэлектриках и гиротропных кристаллах [114, 115], широ-

ко исследуются сейчас в низкоразмерных полупроводниковых структурах; анализ

этих эффектов позволяет получать информацию о симметрии структур, оптиче-

ских правилах отбора, структуре энергетического спектра, временах релаксации

импульса, энергии и спина носителей заряда [51, 116–124].

Фотогальваническая спектроскопия топологических изоляторов представляет

особый интерес, поскольку фототоки, связанные с границами, можно эксперимен-

тально отделить от фототоков, индуцированных в объёме образца [A1, 61, 125–134,

A6]. Объёмные и краевые вклады в фотоотклик, как правило, имеют различные

поляризационные зависимости. Более того, в некоторых геометриях эксперимента

объёмный вклад запрещён исходя из симметрийных соображений, в то время как

краевой вклад присутствует. Дополнительную информацию о природе фототока

можно получить, анализируя спектр возбуждения фототока и его зависимость от

положения уровня Ферми. В частности, фототок, связанный со спиральными кра-

евыми состояниями может возбуждаться излучением с энергией фотона, меньшей,

чем ширина объёмной запрещённой зоны.
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В дополнение к фотогальваническим эффектам, которые, как правило, вносят

наибольший вклад в фотоотклик структур без центра инверсии, фототок может

также возникать за счёт совместного действия электрического и магнитного поля

излучения или за счёт пространственного градиента фазы электрического поля.

Эффекты такого рода принадлежат к классу фотоэлектрических явлений, вызван-

ных давлением света, и называются эффектами фотонного увлечения [135–148]. В

структурах с низкой пространственной симметрией направление тока увлечения

может не совпадать с волновым вектором фотона q. Например, электрический ток

может течь в направлении, перпендикулярном q, и иметь выраженную поляриза-

ционную зависимость [140, 142, 149].

В главе 2 представлены результаты исследований оптических и фотогальва-

нических явлений для электронов, распространяющихся в краевых каналах то-

пологических изоляторов. В разделе 2.2 приведено феноменологическое описание

линейного и циркулярного фотогальванического эффекта и эффекта увлечения,

возникающих на краю двумерных топологических изоляторов с краями различной

симметрии. В разделе 2.3 рассмотрены механизмы прямых оптических переходов с

переворотом спина в спиральном краевом канале и построена теория краевого фо-

тогальванического эффекта и эффекта фотонного увлечения, возникающих при

таких переходах. В частности, в этом разделе показано, что оптические переходы

между краевыми состояниями со спином «вверх» и «вниз» возникают не только

в магнито-дипольном приближении, но и в значительно более сильном электро-

дипольном приближении. Микроскопическая теория краевых фототоков, возника-

ющих в двумерных топологических изоляторах за счёт фотоионизации краевых

каналов, построена в разделе 2.4. Построенная теория позволяет объяснить экс-

периментальные зависимости краевого фототока, полученные в университете г.

Регенсбург, Германия, в образцах с квантовыми ямами HgTe, находящимися в

фазе топологического изолятора. В разделе 2.5 построена теория и проанализи-

рованы экспериментальные данные по краевому фотогальваническому эффекту,
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возникающему в двумерных системах в режиме квантового эффекта Холла.

2.2 Феноменологический анализ краевых фотото-
ков в кристаллических структурах

В этом разделе рассмотрены все возможные с точки зрения симметрии вклады

в краевой фотогальванический эффект и краевой эффект фотонного увлечения

в двумерных кристаллических структурах с краем. Рассмотрим край двумерного

топологического изолятора, который поддерживает спиральные краевые моды, см.

рис. 2.1. Край освещается электромагнитной волной с электрическим полем вида

E(r, t) = E exp(iq · r − iωt) +E∗ exp(−iq · r + iωt) , (2.1)

где E – амплитуда электрического поля, ω – его частота, и q – волновой вектор в

материале топологического изолятора. Переменное электрическое поле индуциру-

ет в краевом канале постоянный электрический ток, квадратичный по амплитуде

поля и, следовательно, линейный по его интенсивности. Компоненты фотогаль-

ванического тока связаны с компонентами поля следующим феноменологическим

выражением [112, 113]:

j(PGE)
y =

∑
βγ

Lyβγ(EβE
∗
γ + EγE

∗
β) +

∑
β

Cyβi[E× E∗]β , (2.2)

где L и C – тензоры третьего и второго ранга, соответственно, а индексы β и γ про-

бегают значения декартовых координат x, y и z. Тензор L описывает линейный

фотогальванический эффект, то есть фототок, возбуждаемый линейно поляри-

зованным электрическим полем. Тензор C отвечает циркулярному фотогальва-

ническому эффекту, когда фототок возбуждается циркулярно или эллиптически

поляризованным полем и меняет своё направление при смене знака циркулярной

поляризации. С точки зрения симметрии, линейный фотогальванический эффект

возможен в пьезоэлектриках, а циркулярный фотогальванический эффект – в ги-

ротропных средах, при этом низкая симметрия края двумерной структуры разре-

шает оба эффекта.
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Рис. 2.1: Край двумерного топологического изолятора со спиральными краевыми мо-
дами. Край освещается поляризованной электромагнитной волной, которая возбуждает
краевой фототок.

Краевой ток, возникающий за счёт эффекта фотонного увлечения, пропорци-

онален, помимо квадратичных комбинаций электрического поля, волновому век-

тору падающего излучения. Феноменологическое выражение для краевого тока

имеет вид

j(PDE)
y =

∑
βγδ

D
(L)
yβγδqβ(EγE

∗
δ + EδE

∗
γ) +

∑
βγ

D
(C)
yβγqβi[E× E∗]γ , (2.3)

где D(L)
yβγδ и D

(C)
yβγ – тензоры линейного и циркулярного эффекта фотонного увле-

чения.

Симметрийный анализ возможных компонент тензоров L, C, D(L) и D(C) для

краёв различных кристаллографических ориентаций выполнен в работе [A6]. С

точки зрения симметрии можно выделить пять типов полубесконечных квазидву-

мерных кристаллических структур (двумерных структур с краем), рис. 2.2.

1. Структура самой низкой симметрии описывается точечной группой C1, ко-

торая не содержит нетривиальных элементов, рис. 2.2 (а). В таких системах

все компоненты тензоров фотогальванического эффекта и эффекта увлече-

ния могут быть отличны от нуля.
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Рис. 2.2: Элементы симметрии, которые присутствуют в двумерных кристаллических
структурах с краем, а также соответствующие им точечные группы симметрии. m1 и
m2 – плоскости отражения, c2 – ось симметрии второго порядка.

2. Структура содержит плоскость отражения, перпендикулярную краю, m1 ∥
(xz), рис. 2.2 (b). Такая структура описывается точечной группой Cs. Этот

случай реализуется, например, в двумерных топологических изоляторах на

основе квантовых ям (001) с решёткой цинковой обманки и краем вдоль

одного из кристаллографических направлений ⟨110⟩.

3. Структура содержит плоскость отражения, лежащую в центре квазидвумер-

ного слоя, m2 ∥ (xy), рис. 2.2 (с). Такая структура также описывается точеч-

ной группой Cs, но другая ориентация плоскости отражения накладывает

другие ограничения на компоненты тензоров фотогальванического эффекта

и эффекта увлечения. Примерами являются квантовые ямы (110) с симмет-

ричным потенциалом и любой ориентацией края, кроме y ∥ [11̄0].

4. Структура содержит обе плоскости отражения m1 и m2, рис. 2.2 (d). Тогда

она описывается точечной группой C2v, содержащей также ось симметрии

второго порядка c2. Это наиболее высокая симметрия, которой может об-

ладать полубесконечная двумерная система. Такая симметрия реализуется,

например, в симметричных квантовых ямая (110) с краем y ∥ [11̄0]. Эта

симметрия также соответствует изотропным моделям двумерных топологи-

ческих изоляторов, например, модели Берневига–Хьюза–Жанга [27], и, в об-

щем, любой изотропной двумерной системе с симметричным краем.

5. Наконец, структура может содержать ось симметрии второго порядка c2, но
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Таблица 2.1: Ненулевые компоненты тензоров линейного (L) и циркулярного (C) кра-
евого фотогальванического эффекта в структурах различной симметрии. Две точечные
группы Cs различаются положением плоскости зеркального отражения m. Жирным
шрифтом выделены компоненты, соответствующие нормальному падению излучения.

Точечная Примеры Тензор L Тензор C
группа
C1 низкосимметричный край все компоненты все компоненты

Cs (m1 ⊥ y) асимметричные ямы (001) yxy, yyz yx, yz
y ∥ ⟨110⟩

Cs (m2 ⊥ z) симметричные ямы (110) yxx, yyy, yzz, yxy yz
C2v симметричные ямы (110) yxy yz

y ∥ [11̄0]
изотропная 2D среда

с симметричным краем
C2 симметричные ямы (001) yxy, yxz yy, yz

y ∥ ⟨100⟩

не иметь ни одной плоскости отражения, рис. 2.2 (e). Такие структуры опи-

сываются точечной группой C2, а примером являются симметричные кван-

товые ямы (001) с краем y ∥ ⟨100⟩.

Ненулевые компоненты тензоров фотогальванического эффекта и эффекта фо-

тонного увлечения для этих типов приведены в табл. 2.1 и 2.2. Компоненты тен-

зоров, описывающие краевые фототоки, возникающие при нормальном падении

излучения, выделены жирным шрифтом. Например, из табл. 2.2 следует, что кра-

евой линейный эффект увлечения при нормальном падении излучения (q ∥ z) воз-

можен в структурах, где нарушена симметрия относительно отражения z → −z.
В следующих разделах будут рассмотрены механизмы генерации фототока для

различных типов оптических переходов с участием топологических краевых состо-

яний и построена микроскопическая теория соответствующих компонент тензоров

фотогальванического эффекта и эффекта увлечения.
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Таблица 2.2: Ненулевые компоненты тензоров линейного (D(L)) и циркулярного (D(C))
краевого эффекта увлечения в структурах различной симметрии. Две точечные группы
Cs различаются положением плоскости зеркального отражения m. Жирным шрифтом
выделены компоненты, соответствующие нормальному падению излучения.

Точечная Тензор D(L) Тензор D(C)

группа
C1 все компоненты все компоненты

Cs (m1 ⊥ y) yyxx, yyyy, yyzz, yyxz yxx, yyy, yzx, yxz, yzz
yxxy, yxyz, yzxy, yzyz

Cs (m2 ⊥ z) yxxx, yxyy, yxzz, yxxy, yyxx yxz, yyz, yzx, yzy
yyyy, yyzz, yyxy, yzxz, yzyz

C2v yyxx, yyyy, yyzz, yxxy, yzyz yzx, yxz
C2 yxxy, yxxz, yyxx, yyyy, yyzz yxy, yxz, yyx, yzx

yyyz, yzxx, yzyy, yzzz, yzyz

2.3 Прямые оптические переходы между спиновы-
ми ветвями спиральных состояний

2.3.1 Электрон-фотонное взаимодействие. Линейный и цир-
кулярный дихроизм

Прямые оптические переходы между краевыми состояниями с проекциями

псевдоспина s = ±1/2, см. рис. 2.3, имеют место, когда ℏω > 2|εF |, где εF –

энергия Ферми, отсчитанная от дираковской точки. Если при этом выполняются

неравенства ℏω < εc − εF , εF − εv, где εc и εv – энергии дна зоны проводимости и

потолка валентной зоны, то такие переходы являются единственно возможными

в чистой структуре.

Оптические переходы между спиновыми ветвями возникают за счёт взаи-

модействия краевых электронов с электрическим E(t) [A3] или магнитным по-

лем B(t) [110, 111] падающей электромагнитной волны. Гамильтониан электро-

дипольного электрон-фотонного взаимодействия имеет вид

H(E)
edge = −d ·E(t) , (2.4)

где d – оператор электрического дипольного момента. H(E)
edge может быть переписан
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Рис. 2.3: Краевой фототок, вызванный прямыми оптическими переходами между крае-
выми электронами со спином «вниз» и «вверх» в двумерном топологическом изоляторе.
Асимметрия оптических переходов в пространстве волновых векторов приводит к воз-
никновению спиновой поляризации и постоянного электрического тока.

в эквивалентной форме −(e/c)v ·A(t), где e – заряд электрона, c – скорость све-

та, v оператор скорости, и A(t) – векторный потенциал электромагнитного поля,

который в рамках электро-дипольного приближения не зависит от координаты.

Микроскопическая теория, основанная на эффективном гамильтониане (1.24), по-

казывает, что матричные элементы оператора d между краевыми состояниями

с противоположными проекциями псевдоспина отличны от нуля [A3]. В базисе

волновых функций краевых состояний ψ0,±1/2 (1.32) компоненты оператора элек-

трического дипольного момента при малых ky имеют вид

dx = (σy cos 2β − σx sin 2β)D1ky ,

dy = (σx cos 2β + σy sin 2β)D2ky , (2.5)

где σx и σy – матрицы Паули, β – угол ориентации края (рис. 1.7), и D1 и D2 –
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вещественные параметры. Обе компоненты dx и dy обращаются в ноль при ky = 0,

поскольку крамерсово вырождение при ky = 0 невозможно снять электрическим

полем.

Важно отметить, что электро-дипольные переходы возможны только благо-

даря отсутствию центра инверсии в квантовой яме, и соответственно, парамет-

ры D1 и D2 пропорциональны параметру межзонного смешивания γ в гамиль-

тониане (1.24) 1. Действительно, при γ = 0 гамильтониан принимает блочно-

диагональный вид, и блоки, соответствующие s = ±1/2, не смешиваются. Чис-

ленные расчёты показывают, что |D1/e| ≈ 7× 10−13 см2 и |D2/e| ≈ 1.5× 10−12 см2

для зонных параметров, представленных в табл. 1.1 и δ = −10 мэВ. В пределе

малых γ, когда |γ/δ| ≪ 1, параметры D1 и D2 линейно зависят от γ [A5]:

D1 ≈
eDB2

2(B2 −D2)3/2
γA2

δ3
, (2.6)

D2 ≈ − eD2B

2(B2 −D2)3/2
γA2

δ3
.

Симметрийный анализ показывает, что в изотропных моделях, которые соответ-

ствуют точечной симметрии C2v квантовой ямы с краем, компоненты dx и dy об-

ращаются в ноль при любом ky.

Гамильтониан магнито-дипольного взаимодействия в базисе ψ0,±1/2 имеет вид

[см. также (1.48)]

H(B)
edge = −µ ·B(t) =

µB

2

∑
α,β=x,y,z

gαβσαBβ(t) , (2.7)

где µ – оператор магнитного дипольного момента, µB – магнетон Бора, и gαβ

компоненты тензора g-фактора краевых состояний, которые приведены в (1.49).

С учётом электро-дипольного и магнито-дипольного механизмов электрон-

фотонного взаимодействия оптические переходы между состояниями ψky ,−s и ψky ,s,

индуцированные излучением, поляризованным в плоскости квантовой ямы, опи-
1В этой главе рассмотрены симметричные квантовые ямы кристаллографической ориентации

(001).
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сываются следующими матричными элементами

Ms ,−s(ky) = −ds ,−s ·E − µs ,−s ·B . (2.8)

Здесь ds ,−s и µs ,−s – матричные элементы операторов электрического и магнитно-

го дипольного момента, E и B – амплитуды электрического и магнитного поля,

связанные соотношением B = nω o × E, nω – показатель преломления среды,

и o – единичный вектор в направлении распространения излучения ±z. Из фор-

мул (2.5), (2.7) и (1.49) следует, что при малых ky матричные элементы оптических

переходов имеют следующий вид

M±1/2,∓1/2(ky) = ±ie∓2iβ(D1Ex ± iD2Ey)ky

+
µB

2

[
g1 + g2

2
(Bx ∓ iBy) +

g1 − g2
2

e∓4iβ(Bx ± iBy)

]
. (2.9)

В величинах |M+1/2−1/2(ky)|2 и |M−1/2+1/2(−ky)|2, которые определяют вероят-

ности оптических переходов при ky и −ky, см. рис. 2.3, можно выделить симмет-

ричную и асимметричную части:

|M(ky)|2sym/asym =
|M+1/2−1/2(ky)|2 ± |M−1/2+1/2(−ky)|2

2
, (2.10)

где

|M(ky)|2sym = (D2
1|ex|2 +D2

2|ey|2)E2k2y −
D1g1 −D2g2

2
|ky|µBnω cos 2β E

2Pcirc , (2.11)

и

|M(ky)|2asym = −D1D2E
2k2y sign ky Pcircoz −

D1g2 −D2g1
2

kyµBnω cos 2β E
2oz

− D1g2 +D2g1
2

kyµBnω

[
cos 2β (|ex|2 − |ey|2) + sin 2β(exe

∗
y + eye

∗
x)
]
E2oz . (2.12)

Здесь e = E/E – единичный вектор поляризации, и Pcirc = i(exe
∗
y − eye

∗
x)oz опреде-

ляет величину циркулярной поляризации падающего излучения, Pcirc = +1 (−1)

для излучения, поляризованного по правому (левому) кругу. В уравнениях (2.11)

и (2.12) оставлены только слагаемые, возникающие за счёт электро-дипольного
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взаимодействия и интерференции электро-дипольного и магнито-дипольного про-

цессов. Слагаемые, квадратичные по матричным элементам оператора µ, малы и

поэтому не учитываются.

Определим ширину поглощения краевого канала как

w = W/I , (2.13)

где W – энергия, поглощённая в единицу времени единицей длины края,

W = 4πω
∑
ky>0

|M |2sym[f(εky ,−1/2)− f(εky ,+1/2)]δ(εky+1/2 − εky−1/2 − ℏω) , (2.14)

f(ε) функция распределения Ферми-Дирака, и

I =
cnω|E|2

2π
(2.15)

– интенсивность падающего излучения. Выполнив расчёт ширины поглощения для

вероятности оптических переходов, определяемой формулой (2.11), и линейной

дисперсии εky±1/2 = ±ℏvky, получим

w =
πω3∆f

2cnωℏv3
(
D2

1|ex|2 +D2
2|ey|2

)
− πµBω

2∆f

2cℏv2
(D1g1 −D2g2) cos 2βPcirc , (2.16)

где ∆f = f(−ℏω/2)− f(ℏω/2).

Из формулы (2.16) следует, что на краю топологических изоляторов на основе

квантовых ям с решёткой цинковой обманки наблюдается линейный и циркуляр-

ный дихроизм: излучение с различными линейными и циркулярными поляриза-

циями поглощается по-разному. В частности, в случае линейно поляризованно-

го излучения поглощение зависит от направления вектора e. Отношение ширин

поглощения для излучения, поляризованного вдоль края (e ∥ y) и перпендику-

лярно краю (e ∥ x), даётся величиной (D2/D1)
2, равной ≈ 4 для квантовых ям

HgTe/CdHgTe. Поглощение также содержит вклад, чувствительный к спирально-

сти падающих фотонов Pcirc, так что циркулярное излучение, поляризованное по

правому и левому кругу, поглощается по-разному. Этот эффект связан с интер-

ференцией электро-дипольного и магнито-дипольного механизмов поглощения. В
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соответствии с общими симметрийными соображениями, циркулярный дихроизм

отсутствует в системах, которые содержат плоскости отражения, что в нашем

случае реализуется при β = π/4+πn/2. Интересно, что в случае, когда циркуляр-

ный дихроизм разрешён, он имеет одинаковый знак для противоположных краёв

структуры.

2.3.2 Спиновая поляризация и краевые фототоки

Освещение края топологического изолятора также приводит к спиновой поля-

ризации электронов и, как следствие, генерации постоянного электрического тока

в краевом канале, поскольку оптические переходы вида |−ky,+1/2⟩ → |−ky,−1/2⟩
и |ky,−1/2⟩ → |ky,+1/2⟩ идут с различными скоростями, см. (2.12) и рис. 2.3.

В приближении времени релаксации фототок даётся следующим выражением

jy =
4πe

ℏ
∑
ky>0

[τp(εky+1/2)vky+1/2 − τp(εky−1/2)vky−1/2]

× |M |2asym[f(εky ,−1/2)− f(εky ,+1/2)]δ(εky+1/2 − εky−1/2 − ℏω) , (2.17)

где vkys = (1/ℏ)dεkys/dky – скорость краевых электронов, и τp – время релакса-

ции электронов в краевом канале, связанной с процессами рассеяния с переворо-

том спина. Известно, что в реальных квантовых ямах HgTe/CdHgTe топологиче-

ская защита против рассеяния с переворотом спина нарушается, и баллистический

транспорт наблюдается только на расстояниях порядка нескольких мкм, см., на-

пример, [33, A1]. В литературе обсуждаются различные механизмы рассеяния с

переворотом спина в спиральных краевых каналах. Наиболее вероятный сценарий

связан с взаимодействием краевых электронов с электронными или дырочными

лужами, которые формируются вблизи краёв образца за счёт флуктуаций потен-

циала [104, 107]. Другие механизмы включают в себя рассеяние на магнитных

примесях, которые могут присутствовать на краях образца [101–103, 106], или

на флуктуациях ядерной спиновой поляризации атомов кристаллической решёт-

ки [150–152].
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Рассчитав сумму по ky в (2.17), получим

jy =
2eτp
ℏ2

|M(k∗y)|2asym∆f , (2.18)

где k∗y = ω/2v. Величина τp, которая входит в (2.18), зависит от скорости терма-

лизации носителей заряда внутри краевого канала. Если термализация, опреде-

ляемая электрон-электронными столкновениями и рассеянием на фононах, неэф-

фективна, то τp – время релаксации «горячих» электронов и дырок. В обратном

случае, когда термализация идёт быстрее, чем рассеяние с переворотом спина, в

уравнении (2.18) нужно использовать τp на уровне Ферми.

Фототок, чувствительный к спиральности фотонов, возникает в электро-

дипольном приближении. Подставив первое слагаемое в выражении (2.12) для

|M |2asym в (2.18), получим

j(circ)y = −4eτpvw0

ℏω
D1D2

D2
1 +D2

2

IPcircoz , (2.19)

где w0 – ширина поглощения краевого канала для циркулярно поляризованного

излучения:

w0 =
πω3(D2

1 +D2
2)∆f

4cnωℏv3
. (2.20)

Уравнение (2.19) описывает циркулярный фотогальванический эффект в спи-

ральных краевых каналах. Соответствующий фототок пропорционален степени

циркулярной поляризации и меняет направление при смене знака спиральности

падающих фотонов. Отметим, что циркулярный фототок возникает также и в рам-

ках магнито-дипольного приближения [110, 111], однако этот вклад на несколько

порядков меньше рассмотренного вклада электро-дипольных переходов. Рассчи-

танный ток соответствует феноменологическому параметру Cyz в уравнении (2.2)

и табл. 2.1.

В случае линейно поляризованного излучения спиновая поляризация элек-

тронов и соответствующий электрический ток возникают за счёт интерференции

электро-дипольных и магнито-дипольных переходов, которая описывается вторым
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и третьим слагаемыми в (2.12). Фототок имеет следующий вид

j(lin)y =
[
A+B

(
|ex|2 − |ey|2

)]
qz cos 2β I +B(exe

∗
y + eye

∗
x)qz sin 2β I , (2.21)

где

A = −4ecτpv
2w0

ℏω3

µB(D1g2 −D2g1)

D2
1 +D2

2

,

B = −4ecτpv
2w0

ℏω3

µB(D1g2 +D2g1)

D2
1 +D2

2

, (2.22)

и qz = oznωω/c – волновой вектор падающего фотона. Линейный фототок зависит

от ориентации края по отношению к кристаллографическим осям и ориентации

плоскости поляризации излучения по отношению к краю. Он появляется также

при освещении образца неполяризованным излучением. Фототок (2.21) принад-

лежит к классу линейного эффекта увлечения, см. (2.3), при этом направление

тока перпендикулярно волновому вектору падающего фотона. При β = 0, что

соответствует краю вдоль направления [010] и точечной группе C2, из уравне-

ния (2.21) следует, что линейный эффект увлечения описывается компонентами

D
(L)
yzxx и D

(L)
yzyy соответствующего тензора. В случае β = π/4, соответствующем

краю вдоль [110] и точечной группе Cs, линейный эффект увлечения описывается

параметром D
(L)
yzxy. Оба случая согласуются с симметрийным анализом эффекта

увлечения, см. табл. 2.2.

На рис. 2.4 показаны зависимости циркулярного и линейного краевых фотото-

ков в квантовых ямах HgTe/CdHgTe от энергии фотона ℏω. Кривые рассчитаны

для нулевой температуры, уровня Ферми, проходящего через дираковскую точку,

и времени релаксации τp = 20 пс, полученного из анализа экспериментальных дан-

ных [A1]. Сплошными кривыми показаны результаты, основанные на численных

расчётах матричных элементов электрон-фотонного взаимодействия при произ-

вольном ky [A3]. Штриховыми линиями показаны кривые, построенные с помо-

щью аналитических выражений (2.19) и (2.21), справедливых при малых ky. Для

излучения с интенсивностью 1 кВт/см2 и энергией фотона 4 мэВ величина фо-
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тогальванического тока составляет порядка нескольких нА, а тока увлечения –

десятков пА.
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Рис. 2.4: Циркулярный и линейный краевые фототоки как функции энергии падаю-
щих фотонов. Зависимости рассчитаны для параметров, соответствующих двумерному
топологическом изолятору на основе HgTe/CdHgTe, см. табл. 1.1, δ = −10 мэВ, времени
релаксации импульса τp = 20 пс, коэффициента преломления nω = 3 и интенсивности
излучения I = 1 кВт/см2. Линейный фототок рассчитан для β = 0 и e ∥ y. Сплошными
линиями показаны результаты численного расчёта, штриховыми – аналитического рас-
чёта по формулам (2.19) и (2.21).

2.4 Фототоки, вызванные фотоионизацией крае-
вых каналов в квантовых ямах на основе HgTe

Помимо оптических переходов внутри краевого канала, рассмотренных выше,

возможны также переходы между краевыми и объёмными состояниями, приводя-

щие к фотоионизации краевых каналов [A1, 108, 109, 111], рис. 2.5. Это переходы

между одномерными краевыми состояниями |ky, s⟩ и делокализованными двумер-

ными состояниями |k, s′⟩ зоны проводимости или валентной зоны, характеризу-

ющимися двумерным волновым вектором k. Оптические переходы из краевого
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канала в зону проводимости идут при условии ℏω > εc − εF , в то время как пере-

ходы из валентной зоны в краевой канал включаются при ℏω > εF − εv. Перехо-

ды между краевыми и объёмными состояниями разрешены в электро-дипольном

приближении уже в рамках изотропной модели Берневига-Хьюза-Жанга, см. га-

мильтониан (1.24) при γ = 0 [108]. Таким образом, они являются доминирующим

механизмом поглощения, если энергия фотона достаточно велика, чтобы забро-

сить электроны из краевого канала в зону проводимости или из валентной зоны в

краевой канал.

k

j

E

EF

Рис. 2.5: Фототок, вызванный оптическими переходами между краевыми и объёмными
состояниями двумерных топологических изоляторов. Переходы под действием цирку-
лярно поляризованного излучения идут с разными темпами из краевых состояний со
спином «вверх» и «вниз». Это приводит к спиновой поляризации краевого канала, и сле-
довательно, генерации постоянного тока.

В рамках изотропной модели Берневига-Хьюза-Жанга оптические переходы

между краевыми и объёмными состояниями идут с сохранением псевдоспина. Од-

нако в случае циркулярно поляризованного излучения темпы переходов из состоя-

ний |ky,+1/2⟩ и |−ky,−1/2⟩ различны. Различие в темпах фотоионизации показа-

но на рис. 2.5 вертикальными стрелками разной толщины. Микроскопически это
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различие связано с тем, что за счёт электрон-дырочной асимметрии, описывае-

мой параметром D в гамильтониане (1.24), краевые состояния содержат неравные

вклады функций |E1⟩ и |H1⟩ [108].

Темп фотоионизации краевого состояния |ky, s⟩ равен

gkys =
2π

ℏ
∑
kx

|Mss(kx, ky)|2[f(εkys)− f(εckxkys)]δ(ε
c
kxkys − εkys − ℏω) , (2.23)

где Mss(kx, ky) – матричный элемент оптического перехода из краевого состояния

|ky, s⟩ в состояние |kxky, s⟩ зоны проводимости, εckxkys – энергия электронов зоны

проводимости, и kx – волновой вектор электронов зоны проводимости в направле-

нии, перпендикулярном краю.

Относительная разность темпов фотоионизации из состояний |ky,+1/2⟩ и

|−ky,−1/2⟩ пропорциональна циркулярной поляризации падающих фотонов и мо-

жет быть представлена в виде

gky+1/2 − g−ky−1/2

gky+1/2 + g−ky−1/2

= KPcircoz . (2.24)

Здесь K – безразмерный коэффициент, равный 2BD/(B2 + D2) ≈ 0.96 при ky =

0 [108]. Численный расчёт показывает, что коэффициент K слабо зависит от ky и

от энергии фотона ℏω [A1].

Для расчёта фототока, связанного с фотоионизацией краевых каналов, мы бу-

дем предполагать, что импульс объёмных носителей заряда релаксирует значи-

тельно быстрее, чем импульс краевых электронов, что позволяет нам пренебречь

фототоком в объёмных состояниях. Мы также будем считать, что объёмные носи-

тели заряда быстро релаксируют по спину, так что фотоионизированные электро-

ны теряют свою спиновую поляризацию до того, как захватятся обратно в краевые

состояния. В этом случае краевой ток даётся следующим выражением

jy = −eτpvw
ℏω

KIPcircoz , (2.25)

где w = (ℏω/I)
∑

ky
(gky+1/2 + g−ky−1/2) – ширина поглощения краевого канала для

циркулярно поляризованного излучения.
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Спектры возбуждения краевого фототока для трёх различных положений

уровня Ферми приведены на рис. 2.6. В случае, когда уровень Ферми лежит внут-

ри запрещённой зоны, зависимость фототока от ℏω имеет пороговый характер.

С увеличением частоты фототок растёт, достигает максимума и далее спадает.

Уменьшение фототока при больших частотах связано с уменьшением числа пада-

ющих фотонов при заданной интенсивности I, а также с уменьшением вероятно-

сти оптических переходов. Последнее связано со слабым перекрытием волновых

функций краевых состояний и объёмных состояний с большими энергиями.
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Рис. 2.6: Спектральная зависимость циркулярного краевого фототока, возникающего
при оптических переходах из краевых состояний в зону проводимости. Различные кри-
вые соответствуют различным положениям уровня Ферми, отсчитанного от дираковской
точки. Зависимости рассчитаны для параметров, соответствующих двумерному тополо-
гическом изолятору на основе HgTe/CdHgTe, см. табл. 1.1, δ = −10 мэВ, времени ре-
лаксации импульса τp = 20 пс, коэффициента преломления nω = 3 и интенсивности
излучения I = 1 Вт/см2.

Краевые фототоки в двумерных топологических изоляторах были эксперимен-

тально обнаружены в работе [A1]. Эксперименты были выполнены на структурах с

квантовой ямой Hg0.3Cd0.7Te/HgTe/Hg0.3Cd0.7Te шириной 8 нм, выращенных моле-

кулярно пучковой эпитаксией на подложках GaAs. Образцы были также оснащены

полупрозрачным затвором, с помощью которого можно было управлять положени-

ем уровня Ферми. Фототок возбуждался циркулярно поляризованным излучением
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терагерцового диапазона с энергией фотона, меньшей ширины запрещённой зоны.

В результате измерений, выполненных на различных образцах и различных парах

контактов, было обнаружено, что фототоки на противоположных краях образ-

ца текут в противоположных направлениях, рис. 2.7. При этом краевой фототок

менял своё направление при смене знака циркулярной поляризации падающего

излучения.

На рис. 2.7 приведены зависимости измеренного фототока от напряжения на

затворе Vg. Из рисунка видно, что краевой фототок эффективно генерируется в

случае, когда уровень Ферми лежит внутри запрещённой зоны, и имеет локаль-

ный максимум, когда уровень Ферми лежит чуть ниже дна зоны проводимости

(область II на рисунке). В результате анализа эффективности различных меха-

низмов генерации тока было установлено, что фототок в этом диапазоне Vg вы-

зван преимущественно фотоионизацией краевых состояний. Расчёт зависимости

величины фототока от положения уровня Ферми по формуле (2.25) приведён на

рис. 2.8 (b). Как видно, теория хорошо описывает зависимости фототока от Vg и

частоты падающего излучения, а также даёт близкие к экспериментальным вели-

чины фототока.

При отрицательных значениях Vg, соответствующих сдвигу уровня Ферми в

сторону валентной зоны (область III на рис. 2.7) фототок меняет своё направление

и снова возрастает. Рост абсолютной величины тока может быть связан с оптиче-

скими переходами из валентной зоны в краевые состояния. Однако причина сме-

ны знака фототока остаётся неясной, поскольку модель Берневига-Хьюза-Жанга

предсказывает одинаковый знак фототока для переходов из краевых состояний в

зону проводимости и для переходов из валентной зоны в краевые состояния [A1,

109]. Возможно, смена знака связана со сложной структурой валентной зоны в

квантовой яме шириной 8 нм, которая не учитывается в рамках модели Берневига-

Хьюза-Жанга [63, 153]. Другое возможное объяснение связано с тем, что фототок

при отрицательных Vg вызван непрямыми оптическими переходами внутри кра-
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Рис. 2.7: Циркулярные фототоки, измеренные в структурах с квантовой ямой
Hg0.3Cd0.7Te/HgTe/Hg0.3Cd0.7Te шириной 8 нм. (a, c) Фототоки, измеренные на проти-
воположных краях образца, см. вставку к панели (a), в зависимости от напряжения на
затворе. Данные приведены для двух значений частоты падающего терагерцового излу-
чения. Чёрными кривыми показано сопротивление, измеренное между контактами 3 и
4. (b, d) Краевой и объёмный (на вставке) вклады в фототок. [A1]

Рис. 2.8: (a) Краевые фототоки из области II на рис. 2.7 и (b) зависимости фототока
от положения уровня Ферми, рассчитанные по формуле (2.25). Энергия уровня Ферми
отсчитывается от дираковской точки.
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евого канала, которые проявляются за счёт сильной энергетической зависимости

времени релаксации или нелинейной дисперсии краевых состояний.

При совсем маленьких энергиях фотона прямые переходы, рассмотренные вы-

ше и в разделе 2.3, становятся невозможными, однако падающее излучение по-

прежнему может поглощаться краевыми каналами и приводить к генерации фо-

тотока. В этом случае поглощение связано с непрямыми оптическими переходами

при рассеянии электрона на статических дефектах или фононах. Краевые фото-

токи, вызванные такими переходами в спиральных каналах, рассмотрены в ра-

ботах [A6, 154]. Как будет показано в следующем разделе, непрямые оптические

переходы также приводят к генерации краевого фототока в киральных каналах,

возникающих в двумерных системах в сильных магнитных полях.

2.5 Генерация краевых фототоков в режиме кван-
тового эффекта Холла

Двумерные системы, помещённые в сильное магнитное поле, характеризуются

наличием киральных краевых каналов, ответственных за возникновение кванто-

вого эффекта Холла [94]. Квантовый эффект Холла (КЭХ) – это универсальное

явление, которое наблюдается в широком классе систем, содержащих двумерный

электронный газ. Примерами таких систем являются полевые транзисторы на ос-

нове кремния, в которых впервые был обнаружен КЭХ [93], одиночные гетеропере-

ходы GaAs/AlGaAs [155], квантовые ямы HgTe/CdHgTe с близкой к критической

шириной [156, 157], графен [158, 159]. В равновесии по киральным каналам цирку-

лируют незатухающие диамагнитные токи, которые однако не создают разность

потенциалов между электрическими контактами. Взаимодействие киральных ка-

налов с излучением выводит систему из равновесия и приводит к генерации кра-

евых токов, которые могут быть измерены экспериментально.

Краевые фототоки в графене в режиме квантового эффекта Холла наблюда-

лись в работе [A7]. Для измерений использовались образцы на основе графена,
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оснащённые затвором, позволяющим менять концентрацию и тип носителей за-

ряда, и группой контактов по периметру образца. В данных образцах наблюда-

лось плато в поперечном сопротивлении Rxy, соответствующее фактору заполне-

ния ν = 2, в умеренных магнитных полях Bz > 0.6 Т. Освещение краёв образца

линейно поляризованным излучением терагерцового диапазона приводило к гене-

рации фототоков, измеренных между различными парами контактов. На рис. 2.9

(а) приведена зависимость фототока в нулевом магнитном поле от ориентации век-

тора электрического поля относительно края образца. Экспериментальные данные

описываются формулой

j = jL sin(2α
′ + φ0) + j0 , (2.26)

где jL и j0 – амплитуды поляризационно зависимого и независимого вкладов в ток,

α′ – угол между электрическим полем падающей волны и краем образца, и φ0 –

фазовый сдвиг. Как следует из рис. 2.9 (с), фотоотклик, измеренный на проти-

воположных краях образца, имеет разный знак, и следовательно, связан именно

с краевыми фототоками. В нулевом магнитном поле jL значительно превышает

j0, и фаза φ0 близка к нулю, при этом переход между электронной и дырочной

проводимостью приводит к изменению направления фототока, рис. 2.9 (а). По-

хожие результаты в нулевом магнитном поле были получены в однослойном и

двуслойном графене в работах [160, A8]. Анализу краевых фототоков, возника-

ющих в двумерных проводящих системах в нулевом и слабом магнитных полях,

посвящена глава 4 диссертации.

В магнитном поле, которое переводит систему в режим квантового эффекта

Холла, наблюдалось качественное изменение поведения фототока. В отличие от

нулевого магнитного поля, направление фототока больше не менялось с изменени-

ем поляризации излучения, а определялось только ориентацией магнитного поля,

рис. 2.9 (d). Таким образом, поляризационная зависимость фототока по-прежнему

описывалась формулой (2.26), однако с существенным поляризационно независи-

мым вкладом j0 и фазовым сдвигом φ0, близким к 90◦. Более того, в отличие от
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нулевого магнитного поля, смена типа проводимости не приводила к изменению

направления фототока.

Для того, чтобы установить механизм генерации краевого фототока в режиме

квантового эффекта Холла, проанализируем энергетическую дисперсию уровней

Ландау в графене с краем. На рис. 2.10 приведены энергетические спектры графе-

на c одиночным краем типа «armchair» и типа «zigzag» в магнитном поле Bz = 1 Т,

рассчитанные с помощью модели из [161]. Объёмные уровни Ландау двукратно вы-

рождены по долинамK иK ′ и имеют энергии εn = ℏωc

√
|n|sgn n, где ωc =

√
2v0/lB,

v0 – скорость электронов в графене, lB =
√

ℏc/|eBz| – магнитная длина, и индекс n

принимает целые значения. На рис. 2.10 объёмные уровни Ландау соответствуют

klB ≫ 1, где k – волновой вектор вдоль края, который также определяет поло-

жение электронной орбиты в реальном пространстве. Циклотронная энергия ℏωc

в графене равна ≈ 30 мэВ в поле 1 T, что значительно превышает аналогичное

расщепление в системах с параболическим спектром – например, ℏωc ≈ 2 мэВ

для электронов в GaAs. Большие значения ℏωc в графене позволяют наблюдать

квантование поперечного сопротивления уже при комнатной температуре [159].

Вблизи края (klB ≲ 1) орбитальное вырождение уровней Ландау снимается.

Например, край типа «armchair» смешивает уровни Ландау в долинах K и K ′,

что приводит к формированию чётных и нечётных комбинаций долинных состо-

яний вблизи края, обозначенных n+ и n− на рис. 2.10 (а). Край типа «zigzag» не

смешивает долинные состояния, однако энергии уровней Ландау в долинах K и K ′

вблизи края отличаются, см. рис. 2.10 (b). Более того, край «zigzag» уже в нулевом

поле поддерживает локализованное вблизи края одномерное состояние [162], кото-

рое в присутствии магнитного поля смешивается с уровнем Ландау n = 0 в долине

K ′, формируя киральные краевые состояния [161]. Несмотря на то, что структу-

ра киральных состояний зависит от конкретной ориентации края и граничных

условий, энергетический спектр качественно не меняется. Отметим также, что в

рассматриваемом диапазоне магнитных полей зеемановское расщепление электро-

79



Azimuthal angle, α'
0° 45° 90° 135°

2-4
right edge

8-6
left edge

180°

(d)

-0.2

-0.4

0.2

0.4

0

Azimuthal angle, α�
45° 90° 135° 180°

J

/
I

(n
A

cm
²/

W
)

-0.2

-0.4

0.2

0.4

0

(c) #2

B = 0 T

� = -1 T

� = 1 T

J

�
�

(n
A

cm
²/

W
)

J24
J86

�� �

#2

-1 0 1

Effective gate voltage, U
eff
G   (V)

(b) #1

Azimuthal angle, α�

0 45° 90° 135°

-0.05

-0.1

0.05

0.1

0

J
/

	

(n
A

cm
²/

W
)

-0.5 0.5

(a) #1

-0.05

-0.1

0.05

0.1

0

J
L
/




(n
A

cm
²/

W
)

2-4
right edge

8-6
left edge

B = 0 T

B = 0 T

J24

��

-0.6 V
1.0 V

right edge

-2 0
0

20

R
x
x
 (

k
Ω

)

10

U
eff
G   -1 1

Рис. 2.9: Краевые фототоки в графене, возбуждаемые линейно поляризованным тера-
герцовым излучением. (а) Зависимость фототока, измеренного между контактами 2 и 4
(см. вставку) в нулевом магнитном поле, от угла α′ между краем образца и вектором
электрического поля падающей волны. Данные приведены для двух значений напряже-
ния на затворе, соответствующих n- (сплошные точки) и p- (открытые точки) типам
проводимости. Кривые – результаты подгонки по формуле (2.26). Стрелки в верхней
части панели иллюстрируют поляризацию падающего излучения для нескольких значе-
ний α′. (b) Амплитуда поляризационно зависимого вклада в фототок jL как функция
напряжения на затворе, измеренная на двух противоположных краях образца. На встав-
ке приведена зависимость продольного сопротивления Rxx от напряжения на затворе.
(с) Поляризационная зависимость краевого фототока, измеренная на противоположных
краях образца №2. Кривые – результаты подгонки по формуле (2.26). (d) Поляризацион-
ная зависимость фототока, измеренного на правом краю образца №2 в магнитном поле
Bz = ±1 T, соответствующем плато в поперечном сопротивлении Rxy с фактором запол-
нения ν = 2. Сплошные кривые – результаты подгонки по формуле (2.26), штриховые
кривые рассчитаны по формулам (2.28) и (2.29). Частота излучения f = 3.3 ТГц, темпе-
ратура T = 4.2 К. [A7]
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нов в графене значительно меньше циклотронной энергии, и в дальнейшем мы им

пренебрегаем.
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Рис. 2.10: Рассчитанный спектр уровней Ландау в графене с краем типа «armchair»
(a) и типа «zigzag» (b) в магнитном поле Bz = 1 T. Числами n = 0,±1,±2 обозначены
номера объёмных уровней Ландау. Индексы n+ и n− на панели (а) обозначают краевые
состояния, образованные симметричной и антисимметричной комбинацией долин K и K ′,
соответственно. Сплошными и штриховыми линиями на панели (b) показаны спектры в
долинах K и K ′, соответственно.

На рис. 2.11 представлено схематичное изображение механизма генерации фо-

тотока при освещении края графена терагерцовым излучением. В соответствии с

условиями эксперимента, см. рис. 2.9 (d), уровень Ферми лежит между объёмны-

ми уровнями Ландау с n = 0 и n = 1 (фактор заполнения ν = 2 с учётом спина), и

энергия фотона меньше циклотронной энергии. В этом случае поглощение излу-

чения происходит внутри киральных каналов за счёт непрямых оптических пере-

ходов (переходы типа Друде) – сохранение импульса при таких переходах обеспе-

чивается за счёт рассеяния на статических примесях или фононах. В результате

такого процесса электроны с начальной скоростью v1 под уровнем Ферми перехо-
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дят в состояния со скоростью v2 над уровнем Ферми. Разница в скоростях v1 и

v2, связанная с дисперсией краевых состояний, приводит к генерации постоянно-

го электрического тока вдоль края образца. В приближении времени релаксации

краевой ток даётся следующим выражением

j = e
4π

ℏ
∑
k,k′

[τedge(εk′)vk′ − τedge(εk)vk] |Mk′k|2(fk − fk′)δ(εk′ − εk − ℏω),

где k (k′) – волновой вектор начального (конечного) состояния, εk и vk =

(1/ℏ)dεk/dk – энергия и групповая скорость электронов, соответственно, Mk′k –

матричный элемент непрямого оптического перехода, fk – равновесная функция

распределения, и τedge – время релаксации электронных возбуждений в киральном

краевом канале. Как следует из (2.27), краевой фототок возникает, когда произ-

ведения τedgev различны в начальном и конечном состояниях.

Непрямые оптические переходы возникают при одновременном учёте электрон-

фотонного взаимодействия и рассеяния электрона на примесях или фононах, что-

бы обеспечить сохранение энергии и импульса. Микроскопически такие переходы

описываются виртуальными процессами с участием промежуточных состояний,

принадлежащих тому же уровню, либо другим уровням в зоне проводимости или

валентной зоне [163, 164]. На рис. 2.11 (b) показаны виртуальные переходы с про-

межуточными состояниями в том же киральном канале, а на рис. 2.11 (с) – при-

меры виртуальных переходов через другие уровни Ландау. Составной матричный

элемент непрямого оптического перехода внутри уровня 0+ имеет вид

Mk′k =
∑
m

(
V0+k′,mkRmk,0+k

ε0+k − εmk + ℏω
+
R0+k′,mk′Vmk′,0+k

ε0+k − εmk′

)
, (2.27)

где m = 0±, 1±, . . . – номер уровня Ландау, Rmk,0+k – матричный элемент

электрон-фотонного взаимодействия, и V0+k′,mk – матричный элемент рассеяния.

Общее выражение для j можно упростить в пределе ℏω ≪ εF , где εF – энергия

Ферми, отсчитанная от нулевого объёмного уровня Ландау. В этом случае краевой
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Рис. 2.11: Схематичное изображение механизма генерации краевого фототока в графене
в режиме квантового эффекта Холла. (а) Спектр уровней Ландау для края «armchair»
в магнитном поле Bz = 1 T, штриховой линией показано положение уровня Ферми,
соответствующее небольшому положительному напряжению на затворе и фактору за-
полнения ν = 2. Фототок возникает в результате оптических переходов между краевыми
состояниями с различной скоростью. (b) и (c) Увеличенный участок электронного спек-
тра с изображением возможных механизмов внутризонного поглощения. Сплошными
линиями показано взаимодействие с электромагнитным полем, штриховыми – рассеяние
на статических примесях или фононах.
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ток можно записать в виде

j = ewI

[
vF
∂τedge
∂ε

+ τedge
∂v

∂ε

]
ε=εF

, (2.28)

где vF – скорость краевых электронов на уровне Ферми, w – ширина поглощения

краевого канала и I – интенсивность падающего излучения. Уравнение (2.28) со-

ответствует фактору заполнения ν = 2, реализуемому в эксперименте. При более

высоких энергиях Ферми, когда электроны заполняют несколько уровней Ландау,

краевой ток формируется за счёт непрямых переходов внутри каждого краевого

канала, а также непрямых переходов между краевыми каналами, образованными

из различных уровней Ландау.

Уравнение (2.28) описывает основные особенности фототока, наблюдаемого в

эксперименте. Так, например, из него следует, что фототок меняет своё направ-

ление при смене знака магнитного поля. Действительно, при замене Bz → −Bz

меняется скорость краевого состояния v и её производная ∂v/∂ε, в то время как

время τedge и его производная ∂τedge/∂ε остаются неизменными. Также, из (2.28)

следует, что при фиксированном направлении магнитного поля краевые фототоки

в n- и p-легированных структурах текут в одинаковом направлении. На рис. 2.11

представлен механизм генерации фототока для фактора заполнения электронов

ν = 2. При отрицательных напряжениях на затворе в эксперименте наблюдается

плато квантового эффекта Холла, соответствующее дырочному фактору запол-

нения ν = 2. В этом случае уровень Ферми лежит между объёмными уровнями

Ландау с номерами n = 0 и n = −1, и фототок формируется за счёт дырочных

возбуждений в краевых каналах. При смене типа носителей заряда одновремен-

но меняют свой знак и заряд e, и скорость краевых состояний v, поэтому знак j

в (2.28) остаётся неизменным. Инвариантность краевого фототока при зарядовом

сопряжении также согласуется с экспериментальными данными [A7].

Поляризационная зависимость фототока, см. рис. 2.9 (d), определяется поведе-

нием ширины поглощения краевого канала w в уравнении (2.28). Анализ форму-

лы (2.27) показывает, что оптические переходы с промежуточными состояниями
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на том же уровне Ландау, см. рис. 2.11 (b), вызываются излучением, поляризован-

ным вдоль края. Оптические переходы с промежуточными состояниями на других

уровнях Ландау, рис. 2.11 (c), могут возбуждаться излучением, поляризованным

как вдоль края, так и перпендикулярно ему. Такая чувствительность оптических

переходов к направлению электрического поля приводит к линейному и цирку-

лярному дихроизму краевых каналов, [ср. (2.16)]:

w = w∥|e∥|2 + w⊥|e⊥|2 + wcirci(e∥e
∗
⊥ − e∗∥e⊥) , (2.29)

где w∥ и w⊥ – ширина поглощения для излучения, поляризованного, соответствен-

но, вдоль и нормально к краю, wcirc – вклад в w, чувствительный к циркулярной

поляризации, и e – вектор поляризации падающего поля. Расчёт показывает, что

при ℏω ≪ εF выполняется соотношение w∥ ≫ wcirc ≫ w⊥. Поляризационная зави-

симость фототока, рассчитанная по формулам (2.28) и (2.29) для линейно поля-

ризованного излучения, показана на рис. 2.9 (d) штриховыми линиями и хорошо

согласуется с экспериментальными данными.

В заключение, сравним величину фототока, наблюдаемую в эксперименте, с

той, что ожидается в теории. Ширину поглощения кирального канала для непря-

мых оптических переходов, обусловленных рассеянием на случайно расположен-

ных примесях, можно оценить как w ∼ αlB/(
√
ns v0τp), где α – постоянная тонкой

структуры, v0 и τp – скорость и время релаксации импульса носителей заряда в

графене в нулевом магнитном поле, ns – концентрация электронов или дырок.

Следовательно, оценка амплитуды краевого тока имеет вид

|j/I| ∼ |e|α l2B
ℏv0

√
ns

(
τedge
τp

)
. (2.30)

Теоретическая оценка согласуется с экспериментально измеренной амплитудой

j/I ∼ 0.2 нА см2/Вт, см. рис. 2.9 (d), для τedge/τp ∼ 102. Большая величина отноше-

ния τedge/τp ∼ 102 неудивительна, поскольку τedge определяется процессами релак-

сации энергии электрона в однонаправленном киральном канале, а τp – значитель-

но более эффективным упругим рассеянием двумерных электронов. Электронные
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возбуждения в киральном канале могут релаксировать за счёт взаимодействия

с акустическими фононами. Однако, обычные однофононные процессы подавле-

ны из-за огромной разницы между скоростями фононов и электронов. Более эф-

фективная релаксация может быть обусловлена двухфононными процессами или

процессами рассеяния с участием фонона и примеси [165]. Другой возможный ме-

ханизм связан с туннелированием носителей заряда между краевыми состояниями

и локализованными состояниями, расположенными вблизи края графена.

2.6 Краткие итоги

В главе 2 получены следующие основные результаты:

• Показано, что благодаря отсутствию центра инверсии в квантовых ямах

HgTe/CdHgTe, оптические переходы между спиральными состояниями со

спином «вверх» и «вниз» возникают не только в магнито-дипольном при-

ближении, но и в значительно более сильном электро-дипольном приближе-

нии. Выполнен расчёт матричных элементов электро-дипольных переходов и

соответствующей ширины поглощения краевых каналов. Показано, что из-

лучение, поляризованное вдоль и перпендикулярно краю, поглощается по-

разному.

• Построена микроскопическая теория циркулярного фотогальванического

эффекта, возникающего за счёт прямых оптических переходов внутри спи-

ральных краевых каналов двумерных топологических изоляторов.

• Показано, что интерференция электро-дипольных и магнитно-дипольных оп-

тических переходов внутри спирального краевого канала приводит к линей-

ному эффекту увлечения при нормальном падении излучения, а также к

циркулярному дихроизму краевых каналов.

• Построена микроскопическая теория циркулярных краевых фототоков, воз-

никающих в двумерных топологических изоляторах за счёт фотоионизации
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краевых каналов. Анализ экспериментальных данных по краевому фототоку,

полученных в образцах с квантовыми ямами HgTe в университете г. Регенс-

бург, показал, что этот механизм вносит наибольший вклад в эксперимен-

тально наблюдаемые фототоки.

• Предложен механизм генерации краевых фототоков в двумерных системах

в режиме квантового эффекта Холла, связанный с непрямыми оптически-

ми переходами в киральных краевых каналах. Построена теория краевого

фотогальванического эффекта за счёт такого механизма, которая позволяет

описать экспериментальные зависимости краевых фототоков, измеренные в

графене в режиме квантового эффекта Холла в университете г. Регенсбург.
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Глава 3

Электронные состояния и
фотогальванический эффект при
межзонных переходах в двумерных
кристаллах

3.1 Введение. Электронные состояния в двумер-
ных дираковских материалах

Дираковские материалы объединяют в себе класс кристаллических систем,

низкоэнергетические возбуждения в которых описываются эффективным двузон-

ным гамильтонианом дираковского типа [1]

H0 = ap · σ + δσz . (3.1)

Здесь p = (px, py) – импульс электрона, отсчитанный от дираковской точки, σj

(j = x, y, z) – матрицы Паули, δ и a – зонные параметры. Спектр H0 имеет вид

ε0(p) = ±
√
δ2 + a2p2 и формально совпадает со спектром дираковской частицы,

обладающей массой покоя m = δ/a2. Линейное по импульсу смешивание состояний

валентной зоны и зоны проводимости пропорционально эффективной скорости a,

аналогичной скорости света в уравнении Дирака. При δ = 0 гамильтониан (3.1)

описывает безмассовые дираковские фермионы (вейлевские фермионы), являю-

щиеся аналогом нейтрино в кристаллических телах.
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Взаимодействие двух рассматриваемых зон с другими, более далёкими, энер-

гетическими зонами в кристалле можно учесть добавлением в гамильтониан (3.1)

квадратичных по импульсу диагональных слагаемых. Соответствующий гамиль-

тониан принимает вид

H = ap · σ + (δ + bp2)σz + dp2I , (3.2)

где I – единичная матрица 2×2. Cлагаемые bp2σz и dp2I отсутствуют в уравнении

Дирака, однако могут существенно влиять на структуру дираковских состояний

в кристаллических системах, см., например, раздел 1.3 диссертации. В частности,

параметр d ответственен за электрон-дырочную асимметрию спектра, учёт кото-

рой важен при рассмотрении фотогальванических эффектов в дираковских мате-

риалах, см. ниже и разделы 2.3 и 2.4. Отметим также, что дираковские состояния

могут иметь дополнительные долинные или спиновые степени свободы. Тогда пол-

ный гамильтониан имеет блочно-диагональный вид, и отдельные блоки записыва-

ются в рамках изотропной модели в виде (3.2), см., например, гамильтониан (1.24),

описывающий дираковские состояния в квантовых ямах HgTe/CdHgTe.

Гамильтониан (3.2) описывает электронные и дырочные состояния в широком

классе двумерных материалов, включая, например, рассмотренные в главе 1 кван-

товые ямы HgTe/CdHgTe близкой к критической ширины, графен [2] и монослои

дихалькогенидов переходных металлов [166]. Особенностью этих материалов явля-

ется существенная непараболичность спектра, проявляющаяся как в одночастич-

ных оптических и транспортных явлениях, так и в спектре экситонных возбужде-

ний [167].

Энергетический спектр H и волновые функции зоны проводимости (c) и ва-

лентной зоны (v) в электронном представлении имеют, соответственно, вид

εc/v = ±εp + dp2 (3.3)

и

ψc/v =
1√

2εp(εp ∓ δ)

(
−ap−
δ ∓ εp

)
, (3.4)
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где εp =
√

(δ + bp2)2 + a2p2 и p± = px ± ipy.

Ярким представителем двумерных дираковских материалов являются атомар-

но тонкие слои дихалькогенидов переходных металлов (ДПМ), интерес к которым

значительно возрос в последнее десятилетие вслед за открытием графена [168–

172]. Помимо одиночных слоёв в настоящее время активно изучаются ван-дер-

ваальсовые гетероструктуры, в которых слои ДПМ и других двумерных матери-

алов накладываются друг на друга в заданной последовательности [3, 173–175].

Прямая запрещённая зона, необычные правила отбора при оптических переходах

и сильное кулоновское взаимодействие в монослоях MoS2, WS2, MoSe2, WSe2 и др.

усиливают интерес исследователей к этим материалам [A9].

Знание зонной структуры монослоёв MX2, где M – атом металла Mo, W, . . . ,

и X – атом халькогена S, Se, . . . , является ключом к пониманию многообразия

транспортных и экситонных явлений в этих материалах. Подобно графену, ато-

мы в монослоях дихалькогенидов переходных металлов упорядочены в гексаго-

нальную решётку, рис. 3.1(a, b). Зона Бриллюэна монослоёв MX2 шестиугольная,

причём, как и в графене, наиболее интересные оптические и транспортные явле-

ния разворачиваются вблизи точек K± в вершинах зоны Бриллюэна, рис. 3.1(c).

Однако, в отличие от графена, где в этих точках валентная зона и зона проводи-

мости смыкаются, в ДПМ в точках K± открывается щель и реализуется прямая

запрещённая зона. Более того сильное спин-орбитальное взаимодействие в MX2

приводит к снятию спинового вырождения состояний валентной зоны и зоны про-

водимости, см. рис. 3.2. Спиновое расщепление валентной зоны составляет сотни

миллиэлектронвольт, а зоны проводимости – от единиц до десятков миллиэлек-

тронвольт.

Гамильтониан простейшей двухзонной k·p-модели, описывающей состояния с

одинаковой проекцией спина вблизи точки K+, имеет вид (3.1) с 2δ ≈ 2 эВ и

a ≈ c/500 для большинства исследуемых на данный момент монослоёв MX2.

Аналогичный гамильтониан в K− долине получается из H0 заменами p → −p
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Рис. 3.1: Схематическое изображение кристаллической структуры монослоя MX2: (а)
вид сбоку, (b) вид сверху, (c) зона Бриллюэна с обозначением высокосимметричных то-
чек.

Рис. 3.2: Схематическое изображение энергетической дисперсии вблизи K-точек зо-
ны Бриллюэна монослоёв дихалькогенидов переходных металлов и правил отбора при
освещении светом циркулярной поляризации. На вставке показана зона Бриллюэна и па-
раболическая дисперсия вблизи точек K±. Рядом с зонами отмечены спинорные пред-
ставления, по которым преобразуются соответствующие состояния в точечной группе
C3h.
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и σy → −σy. Из уравнений (3.4) для волновых функций следует, что вблизи края

поглощения оптические переходы из валентной зоны в зону проводимости идут

под действием циркулярно поляризованного света, причём переходы в долинах

K+ и K− активны в поляризациях σ+ и σ−, соответственно, см. рис. 3.2.

Несмотря на то, что двухзонная модель (3.1) достаточна для расчёта темпов

оптических переходов и тонкой структуры оптически активных экситонных со-

стояний, она не учитывает несколько важных особенностей монослоёв ДПМ, в

том числе асимметрию дисперсии электрона и дырки в K-долинах и отсутствие

центра пространственной инверсии в группе C3h (группа волнового вектора в точ-

ках K±). В рамках двухзонной модели также равны по величине g-факторы зоны

проводимости и валентной зоны и, соответственно, отсутствует расщепление спи-

новых уровней экситона в магнитном поле, что противоречит экспериментальным

данным, см., например, [176]. В разделе 3.2 построена многозонная k·p-модель

электронных состояний в монослоях дихалькогенидов переходных металлов, ко-

торая позволяет учесть указанные особенности.

Двумерные дираковские материалы, электронные состояния которых описыва-

ются гамильтонианом типа (3.1), характеризуются большими силами осциллятора

для переходов между состояниями валентной зоны и зоны проводимости. Это при-

водит к тому, что даже в атомарно тонких материалах, таких как графен и ДПМ,

доля поглощаемой энергии при межзонных переходах достигает нескольких про-

центов [177], а вблизи экситонных резонансов – десятков процентов [178]. Поглоще-

ние циркулярно поляризованного света может приводить к долинной и спиновой

ориентации, как например в монослоях ДПМ [179], а поглощение линейно поля-

ризованного излучения – к оптическому выстраиванию импульсов электронов и

дырок [180, 181]. В свою очередь, релаксация выстроенных по импульсу носителей

заряда, например, вблизи края двумерной системы приводит к генерации фото-

тока. Оптическое выстраивание импульса в дираковских материалах с маленькой

запрещённой зоной очень эффективно, и следовательно, можно ожидать генера-
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цию больших по величине фототоков при межзонном поглощении излучения.

В разделе 3.3 исследованы краевые фототоки, возникающие в двумерных ди-

раковских материалах за счёт межзонных оптических переходов. Отметим, что

в отличие от главы 2, где рассмотрены механизмы генерации краевого фотото-

ка, связанные с наличием локализованных вблизи края электронных состояний,

здесь появление фототока обусловлено объёмными (двумерными) фотоиндуциро-

ванными носителями заряда, которые рассеиваются на краю структуры. Рассмат-

риваемый здесь краевой фотогальванический эффект, таким образом, напоминает

поверхностный фотогальванический эффект, наблюдаемый в объёмных полупро-

водниковых кристаллах и металлических плёнках [123, 182–186].

3.2 Многозонная k·p-модель в монослоях дихаль-
когенидов переходных металлов

3.2.1 Симметрийный анализ

Симметрия одного мономолекулярного слоя полупроводников из семейства ди-

халькогенидов переходных металлов, рис. 3.1, описывается точечной группой D3h

без центра инверсии. Данная группа содержит следующие элементы симметрии:

горизонтальную плоскость отражения σh, проходящую через атомы металла, ось

вращения третьего порядка C3, перпендикулярную монослою и проходящую через

центр шестиугольника, зеркально-поворотную ось S3, три оси вращения второго

порядка C2, лежащие в плоскости σh, и три плоскости отражения σv, содержащие

оси C2. Элементарная ячейка двумерного кристалла состоит из одного атома ме-

талла и двух атомов халькогена, расположенных в плоскостях сверху и снизу от

атома металла, см. рис 3.1(a).

Зона Бриллюэна монослоя MX2 имеет форму правильного шестиугольника, ее

высокосимметричные точки – Γ, M и K± – обозначены на рис. 3.1(c). Прямая

энергетическая щель реализуется в неэквивалентных долинах K± на краях зоны

Бриллюэна, которые связаны операцией инверсии времени. Симметрия одной до-
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лины ниже, чем симметрия монослоя в целом: группа волнового вектора в точках

K± – C3h. Расчеты методами из первых принципов показывают, что зона про-

водимости сформирована в основном из орбиталей атомов металла, обладающих

симметрией dz2 , в то время как валентная зона – в основном из d(x±iy)2 орбита-

лей [187, 188], где x и y – декартовы координаты в плоскости слоя, ось z совпадает

с нормалью к слою, и используются стандартные в атомной физике обозначения

атомных орбиталей: s (угловой момент 0), p (угловой момент 1), d (угловой момент

2) и т.д.

Симметрия электронных состояний в группе волнового вектора C3h определя-

ется как преобразованием соответствующих атомных орбиталей, так и фазовым

множителем exp (iK± ·Rj), где Rj описывает положения атомов в решетке. В ре-

зультате, блоховские функции валентной зоны в K±-точках, периодические части

которых составлены, соответственно, из d(x+iy)2- и d(x−iy)2-орбиталей, являются

инвариантами, преобразующимися по представлению группы C3h, обозначаемому

A′ или Γ1. Состояния зоны проводимости преобразуются в долинах K+ и K− по

представлениям E ′
1 (Γ2), как функция x + iy, и E ′

2 (Γ3), как функция x − iy, со-

ответственно. Из приведенного симметрийного анализа следует, что оптические

переходы при нормальном падении излучения из валентной зоны в зону проводи-

мости идут под действием циркулярно поляризованного света, причем переходы

в долинах K+ и K− активны в круговых поляризациях σ+ и σ−, соответствен-

но [179, 189].

Многозонные k·p-модели монослоёв ДПМ включают в себя, помимо наиболее

низкой зоны проводимости (c) и наиболее высокой валентной зоны (v), более да-

лёкие по энергии зоны проводимости и валентные зоны. Эти зоны будем далее

обозначать как c + 1, c + 2, . . . и v − 1, v − 2, . . . , соответственно. Представления

группы волнового вектора в K-точках C3h, по которым преобразуются состояния в

нескольких первых зонах проводимости и валентных зонах, приведены в табл. 3.1.

Состояния в зонах c, v, c + 2, v − 3, v − 4 и v − 5 чётны относительно отражения
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в горизонтальной плоскости σh, проходящей через атомы металла, а состояния в

зонах c+ 1, v − 1 и v − 2 нечётны относительно этой операции. Соответствующие

представления в табл. 3.1 отличаются количеством штрихов в верхнем индексе.

Таблица 3.1: Обозначения электронных зон в монослоях ДПМ и неприводимые пред-
ставления (без учёта спина) группы C3h, по которым преобразуются соответствующие
орбитальные состояния в долинах K+ и K−.

Представление Зона
K+ K−
E ′

2 E ′
1 c+2, v− 3

A′′ A′′ c+ 1
E ′

1 E ′
2 c, v − 5

A′ A′ v, v − 4
E ′′

2 E ′′
1 v − 1

E ′′
1 E ′′

2 v − 2

3.2.2 Эффективный гамильтониан

Многозонная k·p-модель, описывающая состояния в зонах c и v, должна вклю-

чать в себя дополнительные состояния той же чётности. В работе [A10] использо-

вались близкие по энергии зона проводимости c + 2 и три валентные зоны v − 3,

v− 4 и v− 5, см. табл. 3.1 и рис. 3.3. Эффективный гамильтониан полученной ше-

стизонной модели может быть найден с помощью метода инвариантов и в долине

K+ имеет вид

H+
kp(k) =


Ev−5 δ7k− δ6k+ δ4k− 0 δ2k+
δ7k+ Ev−4 δ5k− 0 δ3k+ δ1k−
δ6k− δ5k+ Ev−3 γ2k+ γ5k− 0
δ4k+ 0 γ2k− Ev γ3k+ γ4k−
0 δ3k− γ5k+ γ3k− Ec γ6k+

δ2k− δ1k+ 0 γ4k+ γ6k− Ec+2

+H+
2 (k) , (3.5)

где γj (j = 2− 6) и δj (j = 1− 7) – вещественные параметры, En – энергия зоны с

номером n при k = 0, k = (kx, ky) – двумерный волновой вектор электрона, отсчи-

танный от K+-точки и k± = kx±iky. Матрица H+
2 (k) содержит квадратичные по k
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элементы, возникающие за счёт смешивания с далёкими зонами, которые не вхо-

дят в k·p-модель. В частности, диагональные элементы H+
2 имеют вид ℏ2k2/2m′

n,

где m′
n – эффективная масса в зоне с номером n. Гамильтониан в долине K− по-

лучается заменами k± → −k∓. Отметим, что параметры γj и δj можно сделать

вещественными путём выбора фаз блоховских функций. Это возможно благодаря

определённому выбору осей x и y в плоскости монослоя – такому, что ось y сов-

падает с одной из осей вращения C2 и решётка обладает симметрией x→ −x, см.

рис. 3.1(b).
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Рис. 3.3: Электронный спектр MoS2, рассчитанный в рамках модели сильной связи
(tight binding – TB), изложенной в работах [190] (а) и [191] (b). Приведены только зоны,
отвечающие состояниям, чётным относительно отражения z → −z. Спин-орбитальное
расщепление в расчётах не учитывалось. Красными линиями изображены квадратичные
дисперсии в K-точке с эффективными массами, полученными в рамках k·p-метода по
формулам, аналогичным (3.6).

Эффективные массы в зонах c и v выражаются через параметры гамильтони-

ана (3.5) следующим образом

1

mc

=
2

ℏ2

(
γ25

Ec − Ev−3

+
γ23

Ec − Ev

+
γ26

Ec − Ec+2

+
δ23

Ec − Ev−4

)
+

1

m′
c

,

1

mv

=
2

ℏ2

(
γ22

Ev − Ev−3

+
γ23

Ev − Ec

+
γ24

Ev − Ec+2

+
δ24

Ev − Ev−5

)
+

1

m′
v

. (3.6)

Отметим, что в рамках двухзонной дираковской модели (3.1) |mc| = |mv|, то есть
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энергетический спектр обладает электрон-дырочной симметрией. Из (3.6) следует,

что учёт дополнительных зон приводит к нарушению электрон-дырочной симмет-

рии и |mc| ≠ |mv|. Поправки к эффективным массам электрона и дырки, возника-

ющие за счёт смешивания с другими зонами, можно учесть в рамках двухзонного

гамильтониана (3.2), включающего диагональные слагаемые ∼ k2, при этом

b =
1

4mc

− 1

4mv

− 1

ℏ2
γ23

Ec − Ev

, d =
1

4mc

+
1

4mv

. (3.7)

Гамильтониан (3.5) учитывает тригональную симметрию кристаллической ре-

шётки и отсутствие центра пространственной инверсии. Чтобы проиллюстриро-

вать это свойство, рассчитаем матричный элемент k·p-взаимодействия, который

смешивает зоны c и v и пропорционален второй степени волнового вектора. Во

втором порядке теории возмущений получим

V (K±)
v,c = −1

2
Aγ3k

2
∓ ∝ k2∓ , (3.8)

где вещественный параметр A имеет вид

A =
1

γ3

(
γ4γ6

Ec+2 − Ec

+
γ4γ6

Ec+2 − Ev

− γ5γ2
Ev − Ev−3

− γ5γ2
Ec − Ev−3

)
. (3.9)

Таким образом, смешивание зоны проводимости и валентной зоны осуществляется

помимо линейных по волновому вектору членов k± и квадратичными вкладами

∝ k2∓. Этот факт отражает отсутствие центра инверсии материала, а также три-

гональную симметрию K-долин, потому что группа C3h содержит ось третьего

порядка, и функция (kx− iky)
2 ∝ e−i2φ, где φ – угол между k и осью x, преобразу-

ется в этой группе так же, как функция kx+iky ∝ eiφ. Отметим, что в параметр A

также вносят вклад недиагональные элементы квадратичного по волновому векто-

ру гамильтониана H2. Оценки показывают, что для материалов, представленных

в табл. 3.2, параметр A положителен и изменяется в диапазоне от 0.1 до 1 Å.

В работе [A10] найдены параметры 6-зонного k·p-гамильтониана (3.5). Пара-

метры определялись с помощью разложения эффективного гамильтониана модели
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сильной связи HTB(q) вблизи K-точек (k = q −K±):

H4,±(k) ≈ HTB(K±) +
∑
α=x,y

∂HTB

∂qα
(K±)kα +

1

2

∑
α,β=x,y

∂2HTB

∂qα∂qβ
(K±)kαkβ , (3.10)

где q – волновой вектор электрона, отсчитанный от Γ-точки зоны Бриллюэна.

Здесь первое слагаемое разложения определяет диагональные энергии En, второе

– линейные по волновому вектору вклады, пропорциональные коэффициентам γj

и δj, а третье – квадратичные вклады в гамильтониане H2. В расчётах использо-

валась 6-зонная модель сильной связи, которая включает пять d-орбиталей ато-

ма металла и шесть p-орбиталей атомов халькогена [190–193]. В свою очередь,

параметры модели сильной связи получались путём подгонки расчётов энерге-

тической дисперсии и орбитального состава волновых функций в методе теории

функционала плотности (density functional theory – DFT) во всей зоне Бриллюэна,

а также подгонки экспериментальных значений g-фактора экситона. Результаты

такой процедуры, выполненной для различных ДПМ, приведены в табл. 3.2. В

табл. 3.3 приведены также параметры двухзонной модели (3.2), соответствующие

полученным параметризациям шестизонного k·p-гамильтониана.

3.2.3 Эффект Зеемана

Метод эффективного гамильтониана позволяет рассчитать расщепление спи-

новых подуровней электрона в магнитном поле – эффект Зеемана. Рассмотрим

зеемановское расщепление электронов в K±-долинах в магнитном поле, направ-

ленном по нормали к монослою, B = (0, 0, Bz). В линейном по Bz приближении

гамильтониан электрона в магнитном поле содержит спиновый и долинный вкла-

ды, описываемые g-факторами g0 и gorb:

HB =
g0
2
µBBzσz +

gorb
2
µBBzτz . (3.11)

Здесь σz = ±1 для электронов со спином вверх и спином вниз и τz = ±1 для

электронов в долинах K±, соответственно, µB – магнетон Бора.
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Таблица 3.2: Параметры 6-зонного k·p-гамильтониана (3.5), найденные в работе [A10].
Значения Ei приведены в эВ, γj и δj измеряются в эВ Å, эффективные массы m′

v и m′
c

приведены в единицах m0.

MoS2 MoSe2 WS2 WSe2
Ev−5 -5.20 -5.20 -5.90 -5.79
Ev−4 -4.66 -4.62 -4.99 -4.85
Ev−3 -4.18 -3.99 -4.39 -4.24
Ev -0.05 0.00 -0.03 -0.04
Ec 2.44 2.32 2.98 2.43
Ec+2 4.60 3.95 5.27 4.30
γ2 -0.88 -1.50 -1.57 -0.86
γ3 4.65 4.47 5.41 4.11
γ4 -3.05 -2.65 -3.77 -3.53
γ5 -8.27 -6.75 -8.57 -8.37
γ6 0.67 0.51 0.63 0.40
δ1 -3.80 -3.98 -5.27 -5.09
δ2 3.55 3.57 4.18 3.02
δ3 -2.63 -2.35 -1.51 -1.30
δ4 -0.26 -0.61 -0.54 -0.96
δ5 -0.42 0.14 0.13 -0.71
δ6 -0.23 -0.85 -0.67 -0.05
δ7 3.90 4.31 4.65 4.61
m′

v 1.03 1.27 0.96 1.35
m′

c -0.40 -0.42 -0.37 -0.41
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Таблица 3.3: Эффективные массы mc,v и g-факторы gc,v зоны проводимости и валентной
зоны, g-фактор экситона gX = gc−gv и параметры двухзонного гамильтониана (3.2) для
монослоёв дихалькогенидов переходных металлов, рассчитанные с помощью параметров
k·p-гамильтониана из табл. 3.2. Значения масс приведены в единицах m0, δ – в эВ, a – в
единицах 107 см/с, b и d приведены в единицах m−1

0 .

MoS2 MoSe2 WS2 WSe2
mv -0.56 -0.57 -0.49 -0.58
mc 0.37 0.52 0.40 0.46
gv 5.59 5.83 5.96 4.08
gc 1.77 3.21 2.11 0.24
gX -3.82 -2.62 -3.85 -3.84
δ 1.25 1.16 1.5 1.23
a 7.1 6.8 8.2 6.3
b -0.02 -0.22 -0.15 0.07
d 0.23 0.04 0.11 0.11

Из формулы (3.11) следует, что уровень K+-электрона со спином вверх (↑ K+)

сдвигается в магнитном поле на величину 1/2(g0 + gorb)µBBz, в то время как свя-

занное с ним инверсией времени состояние ↓ K− сдвигается на −1/2(g0+gorb)µBBz.

Таким образом, эффективные g-факторы электрона ↑ K+ и электрона ↓ K− мож-

но определить как

g↑K+
c,v ≡ gc,v = gc,v0 + gc,vorb , g↓K−

c,v = −gK+
c,v , (3.12)

где индексы c и v обозначают электрон в зоне проводимости или валентной зоне.

Долинный вклад gc,vorb имеет орбитальную природу, и его можно рассчитать в

рамках k·p-гамильтониана (3.5). Для этого в гамильтониане нужно сделать заме-

ну k → k− (e/cℏ)A, где A – векторный потенциал магнитного поля, и рассчитать

сдвиг экстремума зоны во втором порядке теории возмущений. В результате по-

лучим

gcorb =
4m0

ℏ2

(
− γ25
Ec − Ev−3

+
γ23

Ec − Ev

− γ26
Ec − Ec+2

+
δ23

Ec − Ev−4

)
,

gvorb =
4m0

ℏ2

(
γ22

Ev − Ev−3

− γ23
Ev − Ec

+
γ24

Ev − Ec+2

− δ24
Ev − Ev−5

)
. (3.13)

Спиновый g-фактор gc,v0 состоит из двух вкладов: вклада от g-фактора свободного
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электрона (g0 = 2) и небольшого вклада, связанного со спин-орбитальным взаи-

модействием. Последний вклад можно оценить как ∼ gorb∆so/∆Eij ≪ gorb, где ∆so

– спин-орбитальное расщепление зоны и ∆Eij – характерная величина энергети-

ческого зазора между зонами.

В магнитооптических экспериментах наблюдаются сдвиги линий фотолюми-

несценции экситонов, оптически активных в σ+ и σ− поляризациях. Расщепление

соответствующих линий равно ∆Z = gXµBBz, где gX – g-фактор экситона, равный

gX = gc − gv . (3.14)

Основной вклад в gX связан с долинными g-факторами gc,vorb. Из (3.13) следует,

что в рамках двухзонного приближения gcorb = gvorb и, следовательно, экситонный

g-фактор равен нулю. Это, однако, противоречит экспериментальным данным, из

которых следует, что величина gX в монослоях MX2 варьируется в пределах от

gX ≈ −2 до gX ≈ −4 (см., например, работы [176, 194–198]). Таким образом,

отличное от нуля значение gX связано с подмешиванием к зонам c и v других

электронных зон. В работе [A10] показано, что основной вклад в gX дают зоны

c+2 и v−3 – вклад в g-фактор от зон v−4 и v−5 составляет 10-20 %. Решающий

вклад зон c+ 2 и v − 3 в g-фактор электрона и дырки подтверждается расчётами

g-фактора в рамках метода функционала плотности, в которых учитывается боль-

шое количество энергетических зон [199]. Экспериментальная величина g-фактора

экситона может быть использована наряду с энергетической дисперсией и орби-

тальным составом волновых функций для оптимизации параметров модели силь-

ной связи, и следовательно, параметров k·p-модели [A10]. В табл. 3.2 приведены

k·p-параметры, полученные с помощью такой оптимизации.

Более поздние расчеты позво-

лили уточнить параметризации k·p-гамильтониана и улучшить согласие между

расчетными величинами g-факторов и экспериментами [199–202].

В работе [A11] приведённые в табл. 3.2 значения g-факторов использовались

для описания экспериментальных данных по зеемановскому расщеплению и ин-
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вертированной циркулярной поляризации фотолюминесценции биэкситонов в мо-

нослоях WS2.

3.3 Краевой фотогальванический эффект при
межзонном поглощении света

3.3.1 Выстраивание импульсов электронов и дырок

Рассмотрим межзонные оптические переходы в рамках двухзонного гамильто-

ниана (3.2). Гамильтониан электрон-фотонного взаимодействия имеет вид

V = −(e/c)A(t) · ∇pH , (3.15)

где A(t) = A exp (−iωt) + c.c. – векторный потенциал электромагнитного поля, A

– амплитуда, связанная с амплитудой электрического поля как E = (iω/c)A, и

∇pH – оператор скорости.

Матричные элементы оператора V между состояниями валентной зоны и зоны

проводимости (v,p) → (c,p), которые описываются волновыми функциями (3.4),

имеют вид

Vpp = − ea

εppc

[
(bp2 − δ)(A · p)− iεp(A× p)z

]
. (3.16)

Темп оптических переходов даётся золотым правилом Ферми:

gp =
2π

ℏ
|Vpp|2δ(2εp − ℏω) , (3.17)

при этом квадрат матричного элемента перехода может быть представлен в сле-

дующем виде

|Vpp|2 =
πe2a2I

ε2p ω
2c n

{
(δ − bp2)2 + ε2p + 2εp(δ − bp2)S3 − (a2 + 4bδ)[(p2x − p2y)S1 + 2pxpyS2]

}
.

(3.18)

Здесь, I – интенсивность падающего излучения, см. (2.15), и

S1 =
|Ex|2 − |Ey|2

|E|2 , S2 =
ExE

∗
y + EyE

∗
x

|E|2 , S3 =
i(ExE

∗
y − EyE

∗
x)

|E|2 (3.19)

– параметры Стокса, определяющие поляризацию падающей волны.
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Темп фотогенерации (3.17), (3.18) содержит вклад, не зависящий от поляри-

зации, вклады ∼ S1 и ∼ S2, описывающие оптическое выстраивание импульсов

электронов линейно поляризованным излучением, и вклад ∼ S3, чувствительный

к циркулярной поляризации. Последний вклад имеет противоположный знак для

пар дираковских состояний, связанных операцией инверсии времени – например,

состояний с противоположной проекцией спина или состояний в разных доли-

нах. Таким образом, он описывает спиновую/долинную поляризацию электронов

циркулярно поляризованным излучением, см. рис. 3.2. Отметим, что чувствитель-

ность к циркулярной поляризации максимальна для переходов вблизи края погло-

щения, то есть при p ≈ 0. Напротив, вклады, чувствительные к линейной поляри-

зации, одинаковы для всех пар дираковских состояний; их величина равна нулю

на краю поглощения, но возрастает по мере увеличения энергии перехода.

3.3.2 Краевой фототок

Механизм генерации краевого фототока при межзонных переходах схематично

изображён на рис. 3.4. Поглощение линейно поляризованного излучения приводит

к выстраиванию импульсов фотоиндуцированных электронов и дырок, рис. 3.4 (а).

Выстраивание возникает за счёт того, что вероятность оптических переходов зави-

сит от взаимной ориентации электрического поля E и импульса носителя заряда

p. В частности, в системах с дираковским спектром, как следует из (3.18), пере-

ходы между состояниями с импульсом p, перпендикулярным вектору E, идут с

большей скоростью, чем переходы между состояниями с импульсом p, направлен-

ном вдоль поля. Такая чувствительность поглощения к ориентации поля приво-

дит к формированию анизотропной функции распределения электронов и дырок,

имеющей форму «восьмёрки» в импульсном пространстве, см. синюю кривую на

рис. 3.4 (b). Явление оптического выстраивания хорошо известно для объёмных

полупроводников [203–206], оно также изучалось в полупроводниковых квантовых

ямах [207] и графене [180, 181].

Распределение фотоиндуцированных электронов и дырок, имеющее форму
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Рис. 3.4: (a) Оптическое выстраивание импульсов электронов и дырок в двумерном
дираковском материале. Вероятность межзонных переходов (показанных вертикальны-
ми стрелками разной толщины), индуцированных линейно поляризованным излучени-
ем, зависит от направления импульса электрона p. Это приводит к анизотропному рас-
пределению фотоиндуцированных электронов и дырок в импульсном пространстве. (b)
Механизм краевого фотогальванического эффекта. Рассеяние выстроенных по импуль-
су электронов (функция распределения схематично изображена синей кривой в форме
«восьмёрки») на краю двумерной системы приводит к генерации постоянного электри-
ческого тока J , протекающего вдоль края. Ток течёт внутри узкой полоски вблизи края,
ширина которой определяется длиной свободного пробега l0.

«восьмёрки», чётно по импульсу p, поэтому ток в объёме двумерной структуры ра-

вен нулю. Однако, рассеяние оптически выстроенных электронов и дырок на краю

создаёт локальную асимметрию функции распределения в p-пространстве и при-

водит, тем самым, к генерации постоянного тока J , рис. 3.4 (b). Этот ток вызван

носителями заряда, которые были созданы излучением на расстоянии, меньшем

или порядка длины свободного пробега от края; следовательно, ток течёт в уз-

кой полоске на краю структуры. Как следует из механизма генерации, фототок

имеет выраженную поляризационную зависимость: он течёт в противоположных

направлениях для излучения, поляризованного под углами ±π/4 к краю, и исче-

зает, когда излучение поляризовано вдоль или перпендикулярно краю.

Рассчитаем далее краевой фототок в двумерной дираковской структуре, лежа-

щей в полуплоскости x ≥ 0 с краем, параллельным оси y, см. рис. 3.4 (b). Краевой
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ток состоит из электронного и дырочного вкладов, Je
y и Jh

y , и имеет вид

Jy = Je
y + Jh

y , Je/h
y =

+∞∫
0

je/hy (x)dx , (3.20)

где jey(x) и jhy (x) – локальные плотности тока. Плотность электрического тока в

зоне проводимости (валентной зоне) выражается через функцию распределения

f(x,p) электронов (дырок) как

jy(x) = eν
∑
p

vyf(x,p) , (3.21)

где ν – кратность долинного и спинового вырождения дираковских состояний (на-

пример, ν = 4 в графене) и v = ∇pεc/v – скорость электрона (дырки). Функция

распределения находится из кинетического уравнения

vx
∂f

∂x
= gp + Stf , (3.22)

где gp – темп оптической генерации электронов и Stf – интеграл столкновений. В

приближении времени релаксации интеграл столкновений имеет вид

Stf = −f(x,p)− ⟨f(x,p)⟩
τ

, (3.23)

где ⟨f(x,p)⟩ – функция распределения, усреднённая по направлениям вектора p,

и τ – время релаксации.

Для описания рассеяния носителей заряда на краю используются граничные

условия на функцию распределения в точке x = 0. Ниже рассмотрены диффуз-

ное и зеркальное отражение электронов от края, а также промежуточный случай

смешанного отражения. В случае диффузного рассеяния функция распределения

частиц, отражённых от края, является чётной по компоненте импульса py, т.е.,

f(0, px > 0, py) = f(0, px > 0,−py). Для зеркального отражения функция распре-

деления удовлетворяет равенству f(0, px, py) = f(0,−px, py).
Для того чтобы рассчитать ток вдоль оси y, разложим функцию распределения

на чётную и нечётную по py части:

f (s/a)(x, px, py) =
1

2
[f(x, px, py)± f(x, px,−py)] . (3.24)
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Решение уравнения (3.22) для нечётной части имеет вид

f (a)(x,p) = τg(a)p + τ
[
ζg

(a)
−px,py − g(a)p

]
exp

(
− x

vxτ

)
Θ(px) , (3.25)

где g
(a)
p – нечётная по py часть темпа генерации, ζ – безразмерный параметр,

определяющий характер рассеяния на краю (ζ = 0 для диффузного рассеяния,

ζ = 1 для зеркального рассеяния, а промежуточные значения отвечают смешан-

ному рассеянию), и Θ(px) – функция Хэвисайда.

Подставив выражение (3.25) в формулу (3.21) для тока и выполнив вычисле-

ния для темпа генерации при межзонных переходах, который даётся выражения-

ми (3.17) и (3.18), получим [A12]:

Je/h
y = ±

eηa2(1 + ζe/h)τ
2
e/hv

2
e/h p

2
∗

2(ℏω)3
Θ(ℏω − 2δ)IS2 . (3.26)

Здесь η = πνe2/(4ℏcn) – коэффициент поглощения двумерной дираковской си-

стемы при ℏω ≫ δ, p∗ =
√
(ℏω)2 − (2δ)2/(2a) – импульс фотоиндуцированных

электронов и дырок, ve/h = a
√

1− (2δ/ℏω)2(1±ℏωd/a2) – соответствующие скоро-

сти в зоне проводимости и валентной зоне. Значения времён релаксации τe и τh,

входящих в (3.26), берутся при энергиях фотоиндуцированных электрона и дырки

εe/h(p∗) = ℏω/2± (d/4a2)[(ℏω)2 − (2δ)2], соответственно.

Из уравнения (3.26) следует, что электронный и дырочный вклады в фототок

имеют противоположные знаки. Таким образом, при наличии электрон-дырочной

симметрии полный ток Je
y + Jh

y равен нулю. В реальных системах электрон-

дырочная симметрия может быть нарушена как внутренне (в энергетическом спек-

тре), так и внешне, например, за счёт легирования. В первом случае за наруше-

ние симметрии ответственен параметр d в гамильтониане (3.2), который приводит

к различным скоростям ve/h и энергиям εe/h фотоиндуцированных электронов и

дырок. В свою очередь, при наличии легирования могут отличаться механизмы

релаксации электронов и дырок и, соответственно, времена τe и τh. Параметр ζ,

определяющий характер рассеяния на краю, также может быть разным для элек-

тронов и дырок.
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В соответствии со схемой, приведённой на рис. 3.4, фототок (3.26) пропорци-

онален параметру Стокса S2, так что ток максимален для излучения, поляризо-

ванного под углами ±π/4 к краю.

На рис. 3.5 приведены спектры возбуждения краевого фототока, рассчитанные

с помощью (3.26), в щелевом и бесщелевом дираковском материале. Темпы ре-

лаксации электронов и дырок τ−1
e/h(ε) выбирались пропорциональными плотности

состояний в зоне проводимости и в валентной зоне, что справедливо для корот-

кодействующих рассеивателей [A12]. Параметры зонной структуры и время ре-

лаксации, использованные в расчёте, соответствуют графену и квантовым ямам

HgTe высокого качества. В дираковских материалах со щелью, рис. 3.5 (a), кра-

евой фототок возникает, когда энергия фотона превышает ширину запрещённой

зоны. С ростом энергии фотона краевой фототок достигает максимума и далее

спадает. В бесщелевом материале с уровнем Ферми, пересекающем дираковскую

точку, фототок монотонно уменьшается с ростом частоты поля, рис. 3.5 (b). Элек-

тронный и дырочный вклады в фототок можно оценить как J
e/h
y ∼ eηIl2e/h/(ℏω),

где le/h = ve/hτe/h – длина свободного пробега фотоиндуцированных электронов и

дырок. Для длины свободного пробега 1 µм и ℏω = 20 мэВ фототок, нормирован-

ный на интенсивность излучения, имеет порядок 1 нА см2/Вт.

3.3.3 Влияние магнитного поля

Рассмотрим теперь влияние слабого (классического) постоянного магнитно-

го поля B, направленного вдоль нормали к двумерному слою. В магнитном по-

ле функция распределения двумерных электронов удовлетворяет кинетическому

уравнению

vx
∂f

∂x
+
e

c
(v ×B) · ∂f

∂p
= gp −

f(x,p)− ⟨f(x,p)⟩
τ

. (3.27)

Умножив уравнение (3.27) на vy, выполнив усреднение по углам p и проинтегриро-

вав по координате x, получим следующее выражение для интегрального краевого
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Рис. 3.5: Спектры возбуждения электронной Je
y и дырочной Jh

y составляющей краевого
фототока и полный краевой ток Jy в щелевых (а) и бесщелевых (b) двумерных дира-
ковских материалах. Спектры рассчитаны с помощью (3.26) для короткодействующего
рассеивающего потенциала и зеркального отражения от края (ζe/h = 1). Параметры зон-
ной структуры a = 108 см/с и δd/a2 = 0.03, кратность вырождения ν = 4, ширина
запрещённой зоны на панели (а) 2δ = 20 мэВ, время релаксации τ = 1 пс, показатель
преломления окружающей среды n = 3, и интенсивность излучения I = 1 Вт/см2. Па-
дающее излучение линейно поляризовано под углом 45◦ к краю.

тока [A12]

Je
y = −eν

∑
p

τvxvy[f(∞,p)− f(0,p)] . (3.28)

Краевой ток (3.28) определяется разностью функций распределения на краю

и в объёме двумерной структуры. В случае зеркального отражения от края функ-

ция f(0,p) чётная по px, так что вклад
∑

p τvxvyf(0,p) обнуляется. Второй вклад∑
p τvxvyf(∞,p) определяется анизотропной частью функции распределения вда-

ли от края. В присутствии магнитного поля распределение электронов в импульс-

ном пространстве, изображённое на рис 3.4 (b), поворачивается на угол, пропор-

циональный ωcτ , где ωc = eBz/mcc – циклотронная частота и mc = p/v – цик-

лотронная масса. С учётом этого финальный ответ для краевого фототока имеет
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вид [A12]

Je/h
y = ±

eηa2τ 2e/hv
2
e,h p

2
∗

(ℏω)3
S2 ∓ 2ωe/hτe/hS1

1 + (2ωe/hτe/h)2
Θ(ℏω − 2δ)I , (3.29)

где ωe/h = eBz/(me/hc) – циклотронные частоты фотовозбужденных электрона и

дырки, и me/h = p∗/ve/h = ℏω/[2a2(1 ± ℏωd/a2)] – соответствующие эффективные

массы.

На рис. 3.6 приведены зависимости краевого фототока (3.29) от магнитного

поля, панели (a) и (b) соответствуют излучению, поляризованному под углом 45◦

к краю и вдоль края, соответственно. Поскольку ωe/hτe/h ∝ le/h, где le/h = ve/hτe/h

– длины свободного пробега носителей заряда, разница между электронным и

дырочным вкладами в фототок определяется единственным параметром lh/le. В

расчёте положено lh/le = 0.7. Излучение, поляризованное под углом 45◦ к краю,

возбуждает электронный и дырочный фототоки противоположных знаков. Ам-

плитуды фототоков уменьшаются с ростом магнитного поля – их зависимость от

магнитного поля имеет вид кривых Ханле. При этом суммарный ток отличен от

нуля благодаря электрон-дырочной асимметрии (le ̸= lh).

В присутствии магнитного поля краевые фототоки могут возбуждаться так-

же излучением поляризованным вдоль или перпендикулярно к краю, см. вклад,

пропорциональный параметру Стокса S1 в (3.29). Интересно, что в такой поля-

ризации электронный и дырочный вклады в фототок имеют одинаковый знак, и

следовательно, суммарный электрической ток отличен от нуля даже в системах,

обладающих электрон-дырочной симметрией.

В случае диффузного рассеяния на краю вклад
∑

p τvxvyf(0,p) в фототок в

формуле (3.28) отличен от нуля и может быть рассчитан численно. Результаты

такого расчёта приведены на вставках к рис. 3.6. Видно, что в случае диффузного

рассеяния (ζe/h = 0) величина тока меньше в сравнении с зеркальным рассеянием

(ζe/h = 1). В нулевом магнитном поле отношение соответствующих токов равно 2:1,

что также следует из (3.26), а в случае Bz ̸= 0 отношение зависит от магнитного

поля и поляризации излучения.
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Рис. 3.6: Зависимость краевого фототока от магнитного поля. Электрическое поле па-
дающего излучения направлено (а) под углом 45◦ к краю (параметр Стокса S2 = 1) и
(b) параллельно краю (параметр Стокса S1 = 1). Je

y , Jh
y и Jy – электронный и дырочный

вклады в фототок и полный фототок, соответственно. Расчёт выполнен для зеркального
рассеяния на краю, величины щели 2δ = 20 мэВ, энергии фотона ℏω = 30 мэВ, крат-
ности вырождения ν = 4, показателя преломления окружающей среды n = 3, длины
свободного пробега электрона и дырки le = 1 µм и lh = 0.7 le, соответственно, и интен-
сивности излучения I = 1 Вт/см2. На вставках показано сравнение полных фототоков в
структурах с зеркально (ζe/h = 1) и диффузно (ζe/h = 0) рассеивающими краями.
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3.3.4 Распределение фототока в полоске

Краевой фототок, рассмотренный в предыдущих разделах, течёт вблизи края

в узкой полоске с шириной порядка длины свободного пробега носителей заряда.

Объём двумерной системы при этом поглощает излучение, но не участвует в фор-

мировании фототока. Чтобы усилить фотоотклик, можно использовать структу-

ры, наподобие изображённой на рис. 3.7. Эта структура состоит из массива узких

асимметричных полосок с шириной порядка длины свободного пробега. Падающее

излучение возбуждает фототок в каждой полоске, таким образом, суммарный ток

увеличивается в N раз.

x

y(a) (b)

N

E(t)

J

w/2�w/2

Рис. 3.7: (а) Эскиз структуры, состоящей из массива узких асимметричных полосок.
Падающее излучение возбуждает постоянный электрический ток J в каждой полоске,
таким образом, суммарный ток увеличивается в N раз. (b) Геометрия одиночной полос-
ки.

Рассчитаем фототок в одиночной полоске и проанализируем его зависимость от

ширины полоски и граничных условий. Для этого рассмотрим полоску шириной

w, занимающую область −w/2 ≤ x ≤ w/2, рис. 3.7 (b). Функция распределения

электронов в полоске является решением кинетического уравнения (3.22) с гра-

ничными условиями при x = −w/2 и x = w/2. Нечётная по py часть функции

распределения имеет вид

f (a)(x, px, py) = τ

[
g(a)p + Cp exp

(
− x

vxτ

)]
, (3.30)

где

Cp = −S(w/|2vxτ |)
S(w/|vxτ |)

g(a)p + [ζlΘ(px) + ζrΘ(−px)]
sinh(w/|2vxτ |)
S(w/|vxτ |)

g
(a)
−px,py ,
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S(x) = [exp(x) − ζlζr exp(−x)]/2, g(a)p – нечётная по py часть темпа генерации gp,

и ζr/l – параметры зеркальности, соответственно, для правого и левого краёв по-

лоски.

Используя тот же метод, которым получено уравнение (3.28), можно показать,

что интегральный ток в полоске Je
y =

∫ w/2

−w/2
je(x)dx даётся выражением

Je
y = −eν

∑
p

τvxvy[f(w/2,p)− f(−w/2,p)] . (3.31)

Интегральный ток пропорционален разности функций распределения на правом

и левом краях полоски, и следовательно, равен нулю, если полоска обладает зер-

кальной симметрией x → −x. Эта симметрия нарушается в полоске асимметрич-

ной формы, как на рис. 3.7, или в присутствии асимметричного потенциала U(x).

Также интегральный ток отличен от нуля в полоске с краями различной шерохо-

ватости.

Подставив функцию распределения (3.30) при x = ±w/2 в формулу (3.31) для

тока, получим

Je
y = eν (ζr − ζl)

∑
p

τ 2vxvy
[exp(w/vxτ)− 1]2gp
exp(2w/vxτ)− ζlζr

Θ(px) . (3.32)

Как и ожидалось, интегральный ток в полоске пропорционален разности парамет-

ров зеркальности ζr − ζl.

На рис. 3.8 (a) построены распределения плотности электронного тока jey(x)

внутри полоски. Кривые получены с помощью численного расчёта суммы в урав-

нении (3.21) с функцией распределения (3.30). Пространственная асимметрия по-

лоски отражена в разных параметрах зеркальности для правого (ζr = 0) и левого

(ζl = 1) краёв. Когда ширина полоски w значительно превышает длину свободно-

го пробега le, фототоки сконцентрированы вблизи краёв полоски и отсутствуют

в её объёме. Плотности тока в этом случае совпадают с рассчитанными в раз-

деле 3.3.2 для полубесконечной структуры; при этом токи на противоположных

краях полоски текут в противоположных направлениях. Интегральный ток на ле-

вом краю в два раза превышает по амплитуде ток на правом краю, в согласии в
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формулой (3.26). В узких полосках с шириной порядка длины свободного пробе-

га фототоки на противоположных краях сливаются и ток течёт по всей ширине

полоски.
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Рис. 3.8: (a) Пространственное распределение плотности электронного тока в полоске,
левый край которой отражает зеркально (ζl = 1), а правый – диффузно (ζr = 0). Постро-
ены распределения для различных отношений ширины полоски w к длине свободного
пробега le. (b) Интегральный ток в полоске как функция её ширины. Кривые рассчитаны
для того же набора параметров, что и на рис. 3.6 (a). Магнитное поле Bz = 0.

На рис. 3.8 (b) изображена зависимость интегрального тока Je
y , индуцирован-

ного в полоске, как функция ширины полоски. Фототок растёт с ростом ширины

полоски в узких полосках и насыщается при ширине w ≈ 3le. Используя этот ре-

зультат, можно оценить суммарный ток в образце размером 3× 3 мм2, состоящем

из N = 103 полосок, как 1 µA на Вт/см2 в терагерцовом спектральном диапазоне.

Такие структуры, основанные на двумерных дираковских материалах, могут быть

использованы в качестве быстрых детекторов терагерцового и инфракрасного из-

лучения и его поляризации.

3.4 Краткие итоги

В главе 3 получены следующие основные результаты:

• На основе сопоставления расчетов в методе функционала плотности, эмпи-

рической модели сильной связи и k·p-методе получены параметры 6-зонной
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k·p-модели для атомарно тонких кристаллов MoS2, MoSe2, WS2 и WSe2. По-

лученные параметры хорошо описывают не только дисперсию электронных

зон, но и экспериментально наблюдаемые величины зеемановского расщеп-

ления экситонов и экситонных комплексов в этих кристаллах.

• Разработана теория краевого фотогальванического эффекта, возникающего

при межзонных оптических переходах в двумерных дираковских материа-

лах. Показано, что механизм возникновения краевого фототока при освеще-

нии двумерной структуры линейно поляризованной электромагнитной вол-

ной связан с оптическим выстраиванием импульсов электронов и дырок и

последующим рассеянием носителей заряда на краю.

• Показано, что краевой ток течёт в узкой полоске вблизи края шириной по-

рядка длины свободного пробега и имеет две составляющие – электронную

и дырочную; суммарный ток отличен от нуля при нарушении электрон-

дырочной симметрии энергетического спектра или рассеяния. Внешнее ста-

тическое магнитное поле, направленное перпендикулярно к плоскости слоя,

приводит к сдвигу поляризационной зависимости краевого фототока и

ненулевому суммарному току даже в структурах, обладающих электрон-

дырочной симметрией.

• Рассчитано распределение фототока в асимметричной полоске из двумерного

материала. Показано, что в структуре, состоящей из большого количества

полосок шириной порядка нескольких длин свободного пробега, возможно

значительное усиление фотоотклика.
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Глава 4

Краевые нелинейные эффекты в
двумерных проводящих системах

4.1 Нелинейные транспортные эффекты в двумер-
ных системах

Нелинейные транспортные и оптические эффекты в двумерных электронных

системах находятся в центре внимания современных исследований в физике кон-

денсированного состояния [A6, 208–210]. В частности, фотоэлектрические явления

в структурах на основе графена и других двумерных кристаллов, имеют огромное

значение как с фундаментальной точки зрения, так и с точки зрения разработки

фотодетекторов, в том числе терагерцового диапазона [7]. Среди различных меха-

низмов генерации фототоков можно выделить фототермоэлектрические [211–213],

фотовольтаические и болометрические [214, 215], плазмонные [216–218], механиз-

мы, основанные на эффектах фотонного увлечения [142, 143, 145], фотогальва-

нических эффектах и эффектах храповика [219–226]. Другая обширная область

связана с исследованием генерации второй гармоники в двумерных материалах –

как в видимом, так и в инфракрасном и терагерцовом диапазонах [227–237].

Нелинейные эффекты второго порядка по падающему полю, такие как генера-

ция фототоков и второй гармоники, возникают в структурах без центра простран-

ственной инверсии. Нарушение пространственной симметрии может быть связано

с наличием p-n переходов, металлических контактов или подложки, неоднород-
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ностью падающего излучения или нагрева, а также с волновым вектором фотона

или в общем случае градиентом фазы излучения [238]. В связи с этим, нелинейные

эффекты второго порядка находят применение для измерения структурных неод-

нородностей, кристаллической симметрии, упаковки и закрученности двумерных

кристаллических слоёв и гетероструктур на их основе [6, 228, 239–242].

В образцах микро- и наноразмеров пространственная симметрия естественным

образом нарушается на краях, что приводит к дополнительному, краевому, меха-

низму нелинейности второго порядка. Примечательно, что соответствующие кра-

евые эффекты возникают уже при нормальном падении излучения и не требуют

отсутствия центра инверсии в кристаллической решётке. Таким образом, они мо-

гут наблюдаться в структурах из центросимметричных материалов, например, в

чешуйках графена. С учётом возрастающей роли краёв при уменьшении размеров

образца краевые эффекты могут определять фотоотклик таких структур.

Постоянные токи, протекающие вдоль краёв образца при взаимодействии с

терагерцовым излучением, наблюдались экспериментально в однослойном и дву-

слойном графене в режимах однофотонного и двухфотонного поглощения [160, A8,

A13, 243]. В работе [160] возникновение постоянного краевого тока в легированном

графене интерпретировано как результат выпрямления переменного тока на краю

образца, и построена кинетическая теория такого выпрямления для случая про-

стейшего интеграла столкновений. Для детального анализа механизмов генерации

краевых токов и количественного описания экспериментальных данных требуется

развитие имеющейся теории с учётом характерных особенностей процессов рассе-

яния и экранирования электрического поля в двумерных электронных системах.

Также представляет интерес изучение новых эффектов, связанных с наличием

постоянного магнитного поля, перпендикулярного двумерному слою.

Глава 4 посвящена исследованию нелинейных краевых эффектов в двумерных

системах со свободными носителями заряда. Рассмотренные в этой главе явления

связаны с внутризонным транспортом электронов и дырок в присутствии пере-
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менного электрического поля, что соответствует классическому пределу ℏω ≪ εF ,

где εF – энергия Ферми двумерного электронного газа. В разделе 4.2 построена

теория краевых фототоков, возникающих в двумерном электронном газе с пара-

болическим законом дисперсии, в том числе – в присутствии внешнего магнитного

поля. Развитая теория затем применена для анализа экспериментальных данных

по краевым фототокам в образцах на основе двуслойного графена, полученных в

университете г. Регенсбурга (Германия). В разделе 4.3 получены аналитические

выражения для краевого фототока в случае произвольного рассеивающего потен-

циала и энергетической дисперсии электронов, применимые к широкому кругу

двумерных дираковских систем. Как показано в разделе 4.4, магнитное поле, пер-

пендикулярное слою, приводит к резонансному усилению краевого фототока при

совпадении частоты падающего поля и циклотронной частоты. Предсказанный

циклотронный резонанс в краевом токе впоследствие наблюдался эксперименталь-

но в работе [A13].

Краевые эффекты в генерации второй гармоники наблюдались в двумерных

слоях дихалькогенидов переходных металлов в режиме межзонных оптических

переходов и приписывались локальному изменению атомной и электронной струк-

туры вблизи края [244, 245]. В этих экспериментах роль края сводилась к искаже-

нию сигнала второй гармоники, который наблюдался в толще нецентросимметрич-

ных кристаллов. Однако край сам по себе может являться источником генерации

второй гармоники, поскольку естественным образом нарушает пространственную

симметрию образца. Такая краевая генерация второй гармоники ранее не рассмат-

ривалась.

В разделе 4.5 показано, что освещение края двумерного газа электромагнит-

ным полем терагерцового диапазона приводит к появлению тока на удвоенной ча-

стоте, который протекает вблизи края. Примечательно, что в этом случае краевой

ток имеет компоненту как вдоль края, так и перпендикулярно ему. В свою очередь,

переменный краевой ток излучает волны на удвоенной частоте, то есть приводит
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к генерации второй гармоники. Построена микроскопическая теория краевого эф-

фекта генерации второй гармоники в различных режимах электронного транспор-

та и экранировки электрического поля. Изученный эффект можно рассматривать

как низкоразмерный аналог поверхностного эффекта генерации второй гармоники

в объёмных материалах [246–253]. Полученные ранее результаты для трёхмерных

металлов, однако, нельзя напрямую применить к генерации второй гармоники на

краю из-за особенностей экранирования и растекания тока в двумерных систе-

мах [254–256].

4.2 Краевые фототоки в двуслойном графене

4.2.1 Микроскопическая теория

Рассмотрим двумерный электронный газ в полубесконечной структуре с кра-

ем вдоль оси y, рис. 4.1. Электронный газ возбуждается электрическим полем

E(t) = E exp(−iωt) + c.c. в геометрии нормального падения. Переменное элек-

трическое поле вызывает осцилляции двумерных носителей заряда, которые «вы-

прямляются» за счёт рассеяния на краю. В результате, вблизи края возникает по-

стоянный электрический ток Jy. Как показано на рис. 4.1, краевой ток появляется

при возбуждении края линейно или циркулярно поляризованным излучением, а

его направление контролируется знаком поляризации.

Микроскопически выпрямление переменного тока на краю двумерного элек-

тронного газа связано с двумя механизмами [A8, A14]. Первый из них можно

интерпретировать в терминах динамического накопления электрического заряда

вблизи края и его последующего продвижения вдоль края. Компонента электри-

ческого поля Ex, перпендикулярная краю, приводит к осцилляциям электронной

плотности вблизи края образца. В свою очередь, компонента поля Ey продвига-

ет электроны вдоль края с той же частотой. Одновременное действие этих двух

процессов приводит, в среднем, к возникновению постоянного электрического то-

ка, протекающего вблизи края внутри полоски с шириной, определяемой длиной
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Рис. 4.1: Схема формирования краевого фототока в проводящей двумерной системе.
Линейно (a, b) или циркулярно (c, d) поляризованное электрическое поле вызывает ос-
цилляции двумерных носителей заряда, которые «выпрямляются» за счёт рассеяния на
краю. В результате, вблизи края возникает постоянный электрический ток Jy, направ-
ление которого контролируется поляризацией поля.

экранирования высокочастотного электрического поля. Второй вклад в фототок

связан с выстраиванием импульсов свободных носителей заряда при внутризон-

ном поглощении высокочастотного электрического поля. Аналогичный механизм

для межзонных оптических переходов был рассмотрен в разделе 3.3, см. рис. 3.4.

Краевой ток, вызванный выстраиванием импульсов, течёт в полоске шириной по-

рядка длины свободного пробега.

Для расчёта краевого тока рассмотрим функцию распределения электронного

газа f(p, x, t), которая удовлетворяет кинетическому уравнению Больцмана

∂f

∂t
+ vx

∂f

∂x
+ e

[
E(x, t) + 1

c
v ×B

]
∂f

∂p
= Stf . (4.1)

Здесь v = p/m∗ – скорость электрона, обладающего параболической дисперсией

εp = p2/2m∗, m∗ – эффективная масса, E(x, t) = E(x) exp(−iωt) + c.c. – полное

электрическое поле, действующее на двумерные электроны, B – постоянное маг-

нитное поле, направленное по нормали к слою, и Stf – интеграл столкновения.

Кинетический подход, основанный на уравнении (4.1), справедлив для классиче-

ского диапазона частот, таких что ω ≪ ε̄/ℏ, где ε̄ – средняя кинетическая энергия
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электрона.

Поле E(x, t), входящее в уравнение (4.1), является суммой падающего поля

E(t) и поправки δE(x, t) ∥ x (δEx ∝ Ex), создаваемой зарядами, прижатыми к

краю [254]

Ex(x, t) = Ex(t) +

+∞∫
0

2ρ(x′, t)dx′

x− x′
, Ey(t) = Ey(t) , (4.2)

где ρ(x, t) – плотность заряда, которая связана с функцией распределения как

ρ(x, t) = eν
∑

p(f − f0), ν – кратность спинового и долинного вырождения, f0

– равновесная функция распределения, и интеграл в уравнении (4.2) берётся в

смысле главного значения. Плотность заряда зависит только от координаты x,

и поэтому y-компонента электрического поля не экранируется. Отметим, что мы

пренебрегаем здесь эффектами запаздывания, считая что σ0/2π ≪ c, где σ0 –

двумерная проводимость электронного газа [254, 256–258].

Будем решать уравнение (4.1) по теории возмущений, раскладывая функцию

распределения в ряд по амплитуде электрического поля:

f(p, x, t) = f0 + [f1(p, x) exp(−iωt) + c.c.] + f2(p, x) + ... , (4.3)

где fj (j = 0, 1, 2) – не зависящие от времени функции. В отсутствии электриче-

ского поля распределение электронов равновесно и описывается функцией Ферми-

Дирака f0. Поправка первого порядка по полю f1 ∝ E определяет линейный от-

клик системы, когда индуцированный ток осциллирует на частоте падающего по-

ля. Напротив, постоянный ток определяется не зависящей от времени поправкой

второго порядка f2 ∝ EE∗. Рассматривая слагаемое eE(x, t) · ∂f/∂p в (4.1) как

возмущение, получим следующие уравнения на f1 и f2:

−iωf1 + vx
∂f1
∂x

+ eE(x)∂f0
∂p

+
e

c
(v ×B)

∂f1
∂p

= Stf1 , (4.4)

vx
∂f2
∂x

+

[
eE(x)∂f

∗
1

∂p
+ c.c

]
+
e

c
(v ×B)

∂f2
∂p

= Stf2 . (4.5)

Плотность постоянного электрического то jy(x) связана с поправкой второго
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порядка следующим соотношением

jy(x) = eν
∑
p

vyf2(p, x) , (4.6)

где ν – фактор, учитывающий вырождение по спину и долинам (в графене ν = 4).

Умножив (4.5) на vy и просуммировав полученный результат по p, получим

jy(x) = −4eτ1
∑
p

vxvy
∂f2
∂x

+ 4
e2τ1
m∗

∑
p

(E∗
yf1 + Eyf

∗
1 ) , (4.7)

где τ1 – время релаксации импульса, определяемое соотношением 1/τ1 =

−∑p vα Stf/
∑

p vαf . При выводе (4.7) мы учли, что постоянный ток, перпенди-

кулярный краю, равен нулю, т.е.
∑

p vxf2 = 0.

Интегральный электрический ток, протекающий вдоль края, имеет вид

Jy =

∞∫
0

jy(x)dx . (4.8)

Используя соотношение
∑

p f1 = −(i/ω)
∑

p vx∂f1/∂x, которое следует из уравне-

ния (4.4), а также равенство
∑

p vxf1(p, 0) = 0, отражающее отсутствие тока через

край, получим

Jy = −4eτ1
∑
p

vxvy[f2(p,∞)− f2(p, 0)] + 4i
e2τ1
ωm∗

∑
p

[Eyvxf
∗
1 (p,∞)− E∗

yvxf1(p,∞)] .

(4.9)

Из уравнения (4.9) следует, что появление краевого тока связано с отличием функ-

ций распределения на краю и вдали от края – в толще двумерной структуры.

Видно также, что ток состоит из двух вкладов, обсуждавшихся ранее, – вклада,

связанного с выстраиванием импульсов электронов высокочастотным электриче-

ским полем [первое слагаемое в (4.9)], и вклада, связанного с осцилляциями заряда

вблизи края (второе слагаемое).

Для того чтобы продолжить расчёт тока с помощью уравнения (4.9), необходи-

мо задать граничные условия на функцию распределения в точке x = 0. Здесь мы

рассмотрим зеркальное отражение электронов от края, соответствующее условию
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f(px, py, 0) = f(−px, py, 0). В этом случае слагаемое
∑

p vxvyf2(p, 0) равно нулю и

интегральный ток, протекающий вдоль края, оказывается пропорциональным по-

правкам к функции распределения в толще двумерной структуры, где падающее

электрическое поле не экранируется, т.е. δEx(∞) = 0. Использование более об-

щего граничного условия, рассмотренного в разделе 3.3.2, не меняет качественно

полученные результаты, но требует численного расчёта слагаемого
∑

p vxvyf2(p, 0),

которое в случае произвольного рассеяния на краю отлично от нуля.

Слагаемые
∑

p vxvyf2(p,∞) и
∑

p vxf1(p,∞) можно выразить через тензор объ-

ёмной проводимости. Действительно, в толще образца, амплитуда переменного

электрического тока, линейного по падающему полю, имеет вид

j(b)α = eν
∑
p

vαf1(p,∞) =
∑
β

σαβEβ , (4.10)

где σαβ – тензор проводимости,

σxx = σyy =
(1− iωτ1)σ0

(1− iωτ1)2 + (ωcτ1)2
, (4.11)

σxy = −σyx =
ωcτ1 σ0

(1− iωτ1)2 + (ωcτ1)2
,

ωc = eBz/(m
∗c) – циклотронная частота, σ0 = ne2τ1/m

∗ – проводимость на нулевой

частоте, и n – плотность носителей заряда. В свою очередь, из уравнения (4.5)

следует

ν
∑
p

vxvyf2(p,∞) =
τ2
m∗

j
(b)
y E∗

x + j
(b)
x E∗

y − 2ωcτ2

(
j
(b)
x E∗

x − j
(b)
y E∗

y

)
1 + (2ωcτ2)2

+ c.c. , (4.12)

где τ2 – время релаксации второй угловой гармоники,

1/τ2 = −∑p vxvy Stf/
∑

p vxvyf .

Принимая во внимание уравнения (4.9), (4.10) и (4.12), получим окончательное

выражение для краевого фототока [A8]:

Jy =
e|E|2τ1
m∗ω

(Imσxy − Reσxx S3)−
e|E|2τ1τ2

m∗

[
2Re(σxx − 2ωcτ2σxy)

1 + (2ωcτ2)2
− Imσxx

ωτ2

]
S2

+
e|E|2τ1τ2

m∗

[
2Re(σxy + 2ωcτ2σxx)

1 + (2ωcτ2)2
− Imσxy

ωτ2

]
S1 , (4.13)
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где Sj – параметры Стокса, определённые в (3.19).

Краевой ток (4.13) содержит (i) поляризационно независимый вклад Jy ∝ |E|2,
(ii) вклад, чувствительный к циркулярной поляризации падающего излучения

Jy ∝ S3, а также (iii) слагаемые, пропорциональные параметрам Стокса S1 и S2,

отвечающим за линейную поляризацию. В нулевом магнитном поле краевой ток

возбуждается циркулярно поляризованным излучением и линейно поляризован-

ным излучением с ненулевым параметром Стокса S2, что согласуется с симмет-

рийным анализом краевого фотогальванического эффекта для края симметрии

C2v, табл. 2.1.

При условии ω ≫ ωc, и τ ≡ τ1 = τ2 фототок (4.13) принимает вид

Jy =
ne3|E|2τ 3

m∗2(1 + ω2τ 2)

[
2ωcτ

1 + ω2τ 2
− S3

ωτ
− S2

1 + 4ω2
cτ

2
+

2ωcτ(2 + ω2τ 2)S1

(1 + 4ω2
cτ

2)(1 + ω2τ 2)

]
. (4.14)

В частности, при ωτ ≫ 1, основной вклад в фототок дают последние два слага-

емых, так что поляризационная зависимость тока имеет вид Jy ∝ sin(2α + θB),

где α – угол вектора электрического поля относительно края. Эффект магнит-

ного поля в этом случае сводится к уменьшению амплитуды фототока и сдвигу

поляризационной зависимости на угол θB = arctan(2ωcτ).

4.2.2 Сравнение с экспериментом

В работе [A8] наблюдались краевые фототоки в двуслойном графене. В от-

личие от однослойного графена спектр электронов вблизи дна зон в двуслойном

графене – параболичный, с эффективной массой m∗ ≈ 0.03 m0 [2]. Для измерений

использовались образцы, оснащённые затвором, позволяющим менять концентра-

цию и тип носителей заряда, и группой контактов по периметру образца, рис. 4.2

(a). Освещение образца линейно поляризованным излучением терагерцового диа-

пазона приводило к генерации фотонапряжения, измеренного между различными

парами контактов. На рис. 4.2 (b, c) приведены зависимости измеренного фотона-

пряжения между двумя парами контактов, расположенных на перпендикулярных
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краях, от угла α ориентации вектора электрического поля относительно края об-

разца. Полученные данные хорошо описываются формулой

Ux,y ∝ Jx,y = JL
x,y sin(2α + φ0) + J0

x,y , (4.15)

где Ux,y и Jx,y – соответственно, фотонапряжение и фототок, на двух перпендику-

лярных краях, JL
x,y и J0

x,y – амплитуды поляризационно зависимого и независимого

вкладов в ток, и φ0 – фазовый сдвиг.

Сравнение сигналов, полученных для соседних краёв при фиксированной ори-

ентации поля, показывает, что фототоки либо текут в направлении угла образ-

ца, сформированного этими краями, либо вытекают из него. Этот факт, а также

то, что оба сигнала от перпендикулярных краёв имеют поляризационную зависи-

мость вида (4.15), позволяет заключить, что измеренное фотонапряжение связано

именно с краевыми токами. Несмотря на то, что в двуслойном графене с струк-

турной асимметрией возможен также и объёмный фотогальванический эффект,

поляризационная зависимость соответствующих токов отличается от наблюдае-

мой в эксперименте. Действительно, в системах, обладающих точечной симметри-

ей C3v, две ортогональные компоненты фототока, возбуждаемого при нормальном

падении излучения, пропорциональны sin 2α и cos 2α, то есть сдвинуты по фазе на

π/2 [127]. В эксперименте, однако, поляризационные зависимости двух компонент

тока одинаковы, что указывает на краевой механизм формирования фототока.

Измеренные в эксперименте краевые фототоки качественно и количественно

описываются микроскопической теорией, изложенной выше. Действительно, как

следует из (4.14), в нулевом магнитном поле поляризационная зависимость фо-

тотока для линейно поляризованного излучения описывается параметром Стокса

S2, т.е. Jy ∝ ExE
∗
y + EyE

∗
x ∝ sin 2α, что согласуется с экспериментальной зависи-

мостью. Более того, Jy ∝ e3, что объясняет наблюдаемую смену знака фототока

при переходе от электронной (e < 0) к дырочной (e > 0) проводимости, рис. 4.2

(b, c).

В эксперименте использовались образцы квадратной формы и маленького раз-
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Рис. 4.2: Экспериментальные измерения краевого фототока в двуслойном графене. (a)
Схема структуры образца и геометрии эксперимента. (b, с) Зависимости фотонапряже-
ния Ux,y/P ∝ Jx,y/P от угла α, который задаёт ориентацию вектора электрического
поля относительно края образца. Данные приведены для пары контактов вдоль верх-
него края (b) и вдоль правого края (с) образца, см. вставку, а также для различных
значений напряжения на затворе U eff

g . Стрелки в верхней части панели (b) иллюстриру-
ют направление электрического поля падающей волны для нескольких значений α. [A8]
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мера, так что лазер полностью засвечивал образец. В этом случае падающее из-

лучение возбуждает фототоки на всех четырёх краях образца, и эти токи текут

в направлении противоположных углов квадрата. Непрерывность тока при этом

обеспечивается за счёт растекания тока в проводящей толще образца. В равнове-

сии протекающий в образце ток приводит к накоплению заряда на углах образца и

возникновению электростатического потенциала Φ(x, y). Для того чтобы рассчи-

тать пространственное распределение Φ(x, y) и растекание тока в образце, нужно

записать уравнение неразрывности для постоянного тока ∇ · (j + jdr) = 0, где j

– фотоиндуцированный краевой ток и jdr – компенсирующий его дрейфовый ток,

протекающий в толще образца. Принимая во внимание, что jdrα =
∑

β σαβ∇βΦ, где

σαβ – тензор статической проводимости, см. (4.11) при ω = 0, получим уравнение

Пуассона в виде
σ0

1 + ω2
cτ

2
1

∆Φ = ∇ · j . (4.16)

Это уравнение с граничными условиями зануления тока через края образца

jn + jdrn = 0 решается численно с помощью метода функций Грина [259]. Про-

странственное распределение потенциала Φ(x, y), рассчитанное с помощью урав-

нений (4.14) и (4.16), и соответствующее распределение токов показаны на рис. 4.3

для ωτ ≫ 1, α = 45◦, нулевого магнитного поля, эффективной массы m∗ = 0.03m0

и частоты излучения ω/(2π) = 2.54 TГц. Рассчитанное фотонапряжение между

соседними углами образца равно V/P ≈ 4 µВ/Вт и хорошо согласуется с измерен-

ной величиной, рис. 4.2, а также с простой аналитической оценкой V ∼ Jy/σ0 ∼
eE2/(m∗ω2).

При приложении небольшого магнитного поля, перпендикулярному к образцу,

измеренная поляризационная зависимость фотонапряжения сдвигается по фазе на

зависящий от магнитного поля угол θB, рис. 4.4. В поле Bz = 0.4 T величина этого

сдвига составляет почти 70◦. Микроскопически фазовый сдвиг поляризационной

зависимости связан с появлением силы Лоренца, действующей на движущиеся

заряды. Эта сила приводит к повороту функции распределения электронов в им-
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Рис. 4.3: Распределение фототока (стрелки) и фотоиндуцированного электростатиче-
ского потенциала, нормированного на мощность падающего излучения, в образце квад-
ратной формы для линейно поляризованного излучения с α = 45◦.
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FIG. 3. Dependencies of the normalized photovoltage Uy,x/P ∝
Jy,x/P on the azimuthal angle α obtained for contact pairs along top
edge, panel (a), and right edge, panel (b); see the inset. Note that for
better visualization a small signal at α = 0 is subtracted. The data are
obtained for radiation frequency 2.54 THz and presented for several
values of the effective gate voltage U eff

g . Arrows on the top of panel
(a) illustrate the orientations of the radiation electric field vector for
several values of α.

structure inversion asymmetry which has no center of space
inversion and is described by the C3v point group. For systems
belonging to this symmetry, two orthogonal components of
the bulk photocurrent excited by normally incident radiation
are proportional to cos 2α and sin 2α [53]. As a result, the
π/2 phase shift would be present between the photocurrents
Jx and Jy. In our experiments, however, the photocurrents
flowing in the orthogonal directions are described by identical
polarization dependencies. This fact clearly demonstrates the
edge-related mechanism of the detected photoresponse.

At low magnetic fields the polarization dependence
changes to Ux = U L

x (B) sin(2α + ϕ0 + θB), and for magnetic
field of about 0.4 T we detected an almost 90◦ phase shift; see
Fig. 5. The magnetic field dependence of the phase shift is
shown in the inset of Fig. 5. Applying a gate voltage we found
that for magnetic fields B ! 0.5 T the photovoltage exhibits
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FIG. 4. Dependence of the photovoltage amplitude U L
y,x ∝ JL

y,x on
the effective gate voltage U eff

g .

1/B-periodic oscillations with amplitude substantially
enhanced as compared to the response in the absence of
an external magnetic field; see Figs. 6–8. The period of the
oscillations changes with variation of the gate voltage. In
the vicinity of the CNP, the oscillations are almost absent;
see Fig. 6(c). The change of the radiation frequency from
2.54 to 1.62 THz substantially enhances the signal, but does
not affect the oscillation period; see Fig. 7. Comparison of
the observed oscillations with the data on magnetotransport
reveals that the oscillations follow the first derivative of the
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045406-3

Рис. 4.4: Экспериментально измеренные зависимости краевого фотонапряжения
Ux,y/P ∝ Jx,y/P от угла α для различных значений внешнего магнитного поля. Кривыми
показана подгонка по формуле U = UL(B) sin(2α + φ0 + θB). Для наглядности точки и
кривые сдвинуты друг относительно друга по вертикали. На вставке показаны измерен-
ные фазовые сдвиги θB (треугольники) и теоретическая зависимость θB = arctan(2ωcτ)
для τ = 0.6 пс (линия). [A8]
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пульсном пространстве, и соответственно, к появлению фазового сдвига θB. Из

уравнения (4.14) при ωτ ≫ 1 следует, что поляризационная зависимость фотото-

ка имеет вид Jy ∝ sin(2α + θB), где θB = arctan(2ωcτ). Такая зависимость сдвига

от магнитного поля согласуется с экспериментальной, см. вставку на рис. 4.4, для

m∗ = 0.03m0 и τ = 0.6 пс. Значение τ , полученное путём анализа поляризацион-

ной зависимости тока в магнитном поле, согласуется с τ ∼ 0.2 пс, полученным из

типичных значений подвижности µ ∼ 104 см2/В в использованных образцах.

4.3 Произвольный энергетический спектр и рассе-
ивающий потенциал

Полученное в предыдущем разделе выражение для краевого фототока (4.13)

справедливо для электронов с параболическим спектром энергии, которые рассеи-

ваются на примесях с короткодействующим потенциалом, так что времена релак-

сации угловых гармоник функции распределения не зависят от энергии. В более

общем случае дисперсия электронов в двумерных дираковских системах описы-

вается законом (3.3), а времена релаксации зависят от энергии даже в случае

короткодействующих рассеивателей. В этом разделе теория краевого фототока

обобщена на случай произвольного закона энергетической дисперсии ε(p) и произ-

вольного типа рассеивателей. Полученные результаты затем применены для рас-

чёта краевого фототока в однослойном и двуслойном графене, которые являются

примерами систем с линейным и параболическим спектром энергии.

Рассмотрим уравнения (4.4) и (4.5) для поправок к функции распределения f1

и f2 в нулевом магнитном поле B = 0. Домножив (4.5) на скорость vy и выполнив

усреднение по направлениям импульса p, получим〈
vxvy

∂f2
∂x

〉
+

〈
vy

(
eE · ∂f

∗
1

∂p
+ c.c

)〉
= −⟨vyf2⟩

τ1
, (4.17)

где угловыми скобками ⟨. . .⟩ обозначено усреднение, и τ1 – зависящее от энергии

время релаксации импульса, которое теперь определим как 1/τ1 = −⟨v St f⟩/⟨vf⟩.

128



Подставив выражение для ⟨vyf2⟩ из (4.17) в уравнение для плотности тока (4.6),

получим

jy(x) = −eν
∑
p

τ1vxvy
∂f2
∂x

− eν
∑
p

τ1vy

(
eE · ∂f

∗
1

∂p
+ c.c

)
. (4.18)

После интегрирования второго члена по частям, уравнение (4.18) принимает

вид

jy(x) = −eν
∑
p

τ1vxvy
∂f2
∂x

+ e2g
∑
p

(τ1
m

)′
mvxvy(Exf ∗

1 + c.c)

+ e2ν
∑
p

[
τ1
m

+
(τ1
m

)′ mv2
2

−m
(τ1
m

)′ v2x − v2y
2

]
(Eyf

∗
1 + c.c) , (4.19)

где штрихом обозначена производная по энергии (. . .)′ = d(. . .)/dε, m = p/v –

зависящая от энергии эффективная масса и v = dε/dp – групповая скорость. В

случае параболической дисперсии ε(p) = p2/(2m∗) эффективная масса m совпада-

ет с m∗ и не зависит от энергии, в то время как для линейного спектра ε(p) = v0p

эффективная масса пропорциональна энергии электрона m = ε/v20.

Вычисления по формуле (4.19) для вырожденного электронного газа и зер-

кального рассеяния приводят к следующему окончательному результату для ин-

тегрального тока Jy =
∫ +∞
0

jy(x)dx [A15]

Jy =
e|E|2Reσ

m

{
τ1(τ1 − 2τ2) +

m2v2

2

[
τ1
2

(τ1
m

)′
−m

(τ1τ2
m2

)′]
+
m2v2(τ1 + τ2)

4[1 + (ωτ2)2]

(τ1
m

)′}
S2

− eReσ

mω

[
τ1 +

m2v2[2 + ω2τ2(τ2 − τ1)]

4[1 + (ωτ2)2]

(τ1
m

)′]
S3. (4.20)

Здесь Reσ = ne2τ1/[m(1 + ω2τ 21 )] – вещественная часть высокочастотной проводи-

мости, и τ2 – зависящее от энергии время релаксации второй угловой гармоники

функции распределения 1/τ2 = −⟨(v2x− v2y) St f⟩/⟨(v2x− v2y)f⟩. В формуле (4.20) все

зависящие от энергии выражения взяты на уровне Ферми ε = εF .

Формула (4.20) является общей и описывает краевой фототок, возникающий

в двумерном электронном газе с произвольной энергетической дисперсией и для
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произвольных зависящих от энергии времён релаксации. В случае параболическо-

го спектра ε(p) = p2/(2m∗) выражение для краевого тока принимает вид:

J (par)
y =

e|E|2Reσ
m∗

{
τ1(τ1 − 2τ2) +

[
τ1τ

′
1

2
− (τ1τ2)

′
]
εF +

(τ1 + τ2)τ
′
1εF

2[1 + (ωτ2)2]

}
S2

− e|E|2Reσ
m∗ω

{
τ1 +

2 + ω2τ2(τ2 − τ1)

2(1 + ω2τ 22 )
τ ′1εF

}
S3 . (4.21)

Для короткодействующих рассеивателей τ1 и τ2 равны и не зависят от энергии.

В этом пределе фототок (4.21) совпадает с полученным выше результатом (4.14),

взятым при ωc = 0.

Для линейного спектра ε(p) = v0p формула (4.20) переходит в

J (lin)
y =

ev20|E|2Reσ
2εF

{
τ1

(
3τ1
2

− 2τ2

)
+

[
τ1τ

′
1

2
− (τ1τ2)

′
]
εF +

(τ1 + τ2)(τ
′
1εF − τ1)

2[1 + (ωτ2)2]

}
S2

− ev20|E|2Reσ
2εFω

{
2τ1 +

[2 + ω2τ2(τ2 − τ1)](τ
′
1εF − τ1)

2[1 + (ωτ2)2]

}
S3 . (4.22)

На рис. 4.5 приведены рассчитанные частотные зависимости краевого фотото-

ка Jy в двумерной системе с линейным энергетическим спектром ε(p) = v0p. Пара-

метры, использованные в расчётах, соответствуют высококачественному графену

с концентрацией электронов n = 5× 1011 см−2, которая связана с энергией Ферми

как n = ε2F/(πℏ2v20). Кривые рассчитаны с помощью уравнения (4.22) для линейно

поляризованного излучения с электрическим полем, направленным под углом π/4

к краю (S2 = 1, S3 = 0) и для циркулярно поляризованного излучения (S3 = 1,

S2 = 0). Рассмотрены два типа рассеивающего потенциала: (i) короткодействую-

щие примеси, которые приводят к энергетической зависимости времён релаксации

τ1 = 2τ2 ∝ ε−1, и (ii) заряженные примеси с кулоновским потенциалом, для кото-

рых выполняется τ1 = 3τ2 ∝ ε [209]. Для заряженных примесей отношение τ1,2/m

не зависит от энергии и краевой ток имеет вид Jy = e|E|2Reσ v20τ 21 (εF )/3εF в слу-

чае линейной поляризации и Jy = −e|E|2Reσ v20τ1(εF )/ωεF в случае циркулярной

поляризации. Таким образом, частотные зависимости токов, возбуждаемых ли-

нейно и циркулярно поляризованным излучением, определяются, соответственно,
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множителями Reσ ∝ 1/(1+ω2τ 21 ) и Reσ/ω. В случае рассеяния на короткодейству-

ющих примесях все члены в (4.20) вносят вклад в ток и частотная зависимость

становится более сложной. В частности, линейный фототок выходит на постоян-

ную при низких частотах, меняет свой знак в промежуточной области частот и

затухает, как ∝ ω−2 при высоких частотах. Циркулярный фототок для короткодей-

ствующих примесей ведёт себя как ∝ ω при низких частотах в противоположность

расходящейся зависимости ∝ ω−1 для заряженных примесей. Амплитуда краевого

фототока имеет порядок Jy ∼ 10 нА для 1 Вт/см2 падающего излучения.
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Рис. 4.5: Частотная зависимость краевого фототока в двумерных проводящих системах
с линейным спектром. Сплошными линиями показаны зависимости для короткодейству-
ющих примесей, а также линейно (зелёная кривая) и циркулярно (красная кривая) поля-
ризованного излучения. Штриховыми линиями показаны зависимости для рассеяния на
заряженных примесях. Кривые рассчитаны с помощью уравнения (4.22) для параметров,
соответствующих однослойному графену: v0 = 108 см/с, n = 5×1011 см−2 (энергия Фер-
ми εF ≈ 80 мэВ и эффективная масса на уровне Ферми m∗ ≈ 0.013 m0), τ1(εF ) = 1 пс, и
E = 8 В/см, что соответствует интенсивности излучения I = 1 Вт/см2.

На рис. 4.6 приведены частотные зависимости краевого фототока Jy в двумер-

ных системах с параболическим спектром ε(p) = p2/2m∗. Выбранные параметры

соответствуют двуслойному графену высокого качества с концентрацией электро-

нов n = 5 × 1011 см−2, которая связана с энергией Ферми как n = 2m∗εF/(πℏ2).

В системах с параболическим спектрам и короткодействующими примесями как

масса, так и времена релаксации τ1 = τ2 не зависят от энергии, и из уравне-
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ния (4.20) следует, что Jy = −e|E|2Reσ τ 21 (εF )/m∗ для линейной поляризации и

Jy = −e|E|2Reσ τ1(εF )/ωm∗ для циркулярной поляризации, см. также (4.14) при

ωc = 0. В случае заряженных примесей τ1 = 2τ2 ∝ ε и частотная зависимость

тока становится более сложной. Отметим, что и направление, и величина тока в

значительной степени определяются механизмом рассеяния. Расчёты показывают,

что величина тока в двуслойном графене составляет несколько нА для излучения

интенсивностью 1 Вт/см2. Это меньше, чем в однослойном графене при той же

плотности электронов из-за большей эффективной массы электронов в двуслой-

ном графене.
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Рис. 4.6: Частотная зависимость краевого фототока в двумерных проводящих системах с
параболическим спектром. Сплошными линиями показаны зависимости для короткодей-
ствующих примесей, а также линейно (зелёная кривая) и циркулярно (красная кривая)
поляризованного излучения. Штриховыми линиями показаны зависимости для рассе-
яния на заряженных примесях. Кривые рассчитаны с помощью уравнения (4.21) для
параметров, соответствующих двуслойному графену: m∗ = 0.03 m0, n = 5 × 1011 см−2,
τ1(εF ) = 1 пс, и E = 8 В/см, что соответствует интенсивности излучения I = 1 Вт/см2.

4.4 Циклотронный резонанс в краевом фототоке

Теория краевых фототоков, развитая в разделе 4.2.1, предсказывает усиление

фотоотклика в достаточно больших магнитных полях, когда выполняется условие

циклотронного резонанса, т.е. когда частота переменного поля ω и циклотронная
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частота ωc = eBz/(m
∗c) близки. Действительно, подставив в выражение (4.13) для

краевого тока в магнитном поле тензор проводимости (4.11) и положив τ1 = τ2 ≡ τ ,

получим

Jy =
eτ 2σ0|E|2

m∗ [A+ BS3 + CS2 +DS1] , (4.23)

где

A =
2ωcτ

1 + 2(ω2 + ω2
c )τ

2 + (ω2 − ω2
c )

2τ 4
, (4.24)

B = − 1 + (ω2 + ω2
c )τ

2

ωτ [1 + 2(ω2 + ω2
c )τ

2 + (ω2 − ω2
c )

2τ 4]
,

C = − 1 + (ω2 − 5ω2
c )τ

2

(1 + 4ω2
cτ

2)[1 + 2(ω2 + ω2
c )τ

2 + (ω2 − ω2
c )

2τ 4]
,

D =
2ωcτ [2 + (ω2 − ω2

c )τ
2]

(1 + 4ω2
cτ

2)[1 + 2(ω2 + ω2
c )τ

2 + (ω2 − ω2
c )

2τ 4]
.

В случае ωτ ≫ 1 коэффициенты (4.24) имеют резонансные особенности при ω =

ωc.

Рассмотрим поведение краевого фототока (4.23) вблизи циклотронного резо-

нанса, т.е. в частотном диапазоне |ω − |ωc|| ≪ |ωc| и ωτ ≫ 1. В случае циркуляр-

но поляризованного излучения краевой ток определяется первыми двумя вкла-

дами в (4.23). Циклотронный резонанс возникает для конкретного направления

магнитного поля, определяемого знаком заряда и циркулярной поляризации, при

Bz = −(e/|e|)S3Bc, где Bc = m∗ωc/|e|. Вблизи резонанса краевой ток имеет вид

Jcirc
y =

sign(Bz)cτηI

Bc

, (4.25)

где

η =
2πσ0
nωc

1

1 + (ω − |ωc|)2τ 2
(4.26)

– коэффициент поглощения неограниченного двумерного слоя вблизи циклотрон-

ного резонанса для неполяризованного излучения. Для линейно поляризованного

излучения краевой фототок определяется первым, третьим и четвёртым слагае-

мыми в (4.23). В этом случае циклотронный резонанс возникает для обоих на-

правлений магнитного поля при Bz = ±Bc, и вблизи резонанса краевой ток имеет
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вид

J lin
y =

sign(Bz)cτηI

2Bc

[
1 +

√
1 + (ω − |ωc|)2τ 2

2|ωc|τ
sin(2α + θB)

]
. (4.27)

Здесь α – угол электрического поля относительно края, и фазовый сдвиг θB опре-

деляется соотношением

tan θB =
1 + |ωc|(ω − |ωc|)τ 2

ωcτ
. (4.28)

Уравнения (4.25) и (4.27) отражают ключевые особенности краевого тока в

условиях циклотронного резонанса. В частности, в отличие от случая малых маг-

нитных полей, см. рис. 4.4, направление тока при циклотронном резонансе опре-

деляется знаком магнитного поля, а не поляризацией падающего излучения и сов-

падает для электронов и дырок. Taкое же поведение фототока характерно и для

более сильных магнитных полей, когда двумерная система переходит в режим

квантового эффекта Холла, см. раздел 2.5. Из (4.25) и (4.27) также следует, что

краевой ток в условиях циклотронного резонанса пропорционален поглощаемой

энергии ∝ ηI, и следовательно, увеличение амплитуды тока в резонансе связано с

увеличением поглощения.

На рис. 4.7 представлен расчёт краевого тока в широком диапазоне магнитных

полей. В нулевом магнитном поле краевые токи, возбуждаемые волнами, поля-

ризованными по правому и левому кругу, имеют одинаковую амплитуду и те-

кут в противоположных направлениях, рис. 4.7 (a). Приложение магнитного поля

приводит к уменьшению краевого тока для одной циркулярной поляризации (σ+

или σ− в зависимости от направления B) и к резонансному увеличению тока для

противоположной циркулярной поляризации. В случае линейно поляризованного

излучения зависимость краевого тока от магнитного поля устроена по-другому,

рис. 4.7 (b). В нулевом магнитном поле направление тока определяется ориента-

цией электрического поля падающей волны относительно края, в то время как в

резонансе направление тока определяется знаком магнитного поля, а амплитуда

тока слабо зависит от поляризации. Эта слабая зависимость даётся малым вкла-

дом ∝ sin(2α + θB)/ωcτ в уравнении (4.27).
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Рис. 4.7: Краевые токи, возбуждаемые (a) циркулярно поляризованным и (b) линей-
но поляризованным полем, как функции постоянного магнитного поля B, приложенно-
го перпендикулярно плоскости электронного газа. Зависимости рассчитаны с помощью
уравнений (4.23) и (4.24) для ωτ = 3 и нормированы на J0 = eτ2σ0|E|2/m∗.

Пространственное распределение плотности краевого тока jy(x) в магнитном

поле приведено на рис. 4.8. Рассмотрен случай циркулярно поляризованного излу-

чения, когда первое слагаемое в (4.7) обращается в ноль. Функция распределения

f1(p, x) была найдена численно из уравнения (4.4) в пренебрежении эффектами

экранирования, т.е. при E = E, для зеркального отражения электронов от края.

Из рисунка видно, что при ωcτ ≫ 1 постоянный ток течёт в основном в полоске

шириной порядка циклотронной длины lc = 2l0/(ωcτ), которая при таком условии

много меньше длины свободного пробега l0. Напротив, в нулевом магнитном поле

краевой ток распределён в полоске значительно большей ширины ∼ l0.

Краевые фототоки в режиме циклотронного резонанса наблюдались в рабо-

те [A13]. Для измерений использовались образцы на основе двуслойного графена,

аналогичные тем, что обсуждались в разделе 4.2.2, см. рис. 4.2 (a). При освещении

образца, находящегося во внешнем магнитном поле, линейно поляризованным из-

лучением с частотой f = 2.54 ТГц наблюдались выраженные резонансы, рис. 4.9.

При небольшом напряжении на затворе, и соответственно, низкой концентрации

свободных электронов, рис. 4.9 (а), резонансы возникали при трёх значениях маг-
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Рис. 4.8: Пространственное распределение плотности краевого фототока для циркуляр-
но поляризованного излучения и различных значений магнитного поля. Вертикальная
штриховая линия указывает диаметр циклотронной орбиты lc = 2l0/(ωcτ), где l0 – длина
свободного пробега. Частота падающего излучения ω = 11/τ .

нитного поля, отмеченных индексами CR1, CR2 и CR3. Расчёт структуры уров-

ней Ландау в двуслойном графене позволил сопоставить эти резонансы переходам

между различными уровнями Ландау: CR1 и CR3 – переходам между уровнями

Ландау в валентной зоне и в зоне проводимости, и CR2 – переходу между двумя

уровнями Ландау внутри зоны проводимости. При больших концентрациях элек-

тронов, соответствующих заполнению большого числа уровней Ландау, рис. 4.9

(b-d), в краевом фототоке наблюдались осцилляции Шубникова – де Гааза, ампли-

туда которых резонансо возрастала в магнитном поле, соответствующем классиче-

скому циклотронному резонансу. Наблюдаемое в эксперименте изменение величи-

ны циклотронного поля Bc с изменением концентрации, рис. 4.9 (b-d), может быть

связано с непараболичностью спектра двуслойного графена, которая проявляется

в зависимости эффективной массы электронов m∗ от положения уровня Ферми.

В согласии с предсказаниями теории, смена направления магнитного поля приво-

дила к смене знака наблюдаемого фотонапряжения. Более того, поляризационная

зависимость фотонапряжения, измеренная вблизи резонанса, хорошо описывается

формулой (4.27) [A13].
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FIG. 4. Dependencies of the cyclotron resonance positions BCR1,
BCR2, and BCR3 on the carrier density n [cm−2] = 0.46 × 1011U eff

g
[V]. (a) Data obtained from the photosignal resonances. (b) Values
calculated from the allowed optical transitions between Landau lev-
els are listed in the plot legend. Solid/dashed lines correspond to
valleys K+/K−. From the position of CR2 corresponding to tran-
sitions within the conduction band we estimate the cyclotron mass
mCR, which for zero density is 0.02 m0. It increases with the increase
of carrier density due to growth of the asymmetry parameter ! with
the gate voltage, see Eq. (3).

see Fig. 6 for contacts AB (upper edge). Here, JL and J0 are
the amplitudes of the polarization dependent and independent
contributions, respectively. Note that for the CR-induced sig-
nals the phase shift ψ is almost zero. Furthermore, while the
signal strength varies with the azimuth angle, the sign of the
resonance response remains the same and is defined by the
magnetic field polarity only.

IV. IDENTIFICATION OF CYCLOTRON RESONANCES

To identify optical transitions responsible for the ob-
served cyclotron resonances, we obtain the energy dispersion
of carriers in bilayer graphene as a function of the mag-
netic field and consider the corresponding selection rules.
Bilayer graphene has a unit cell with 4 carbon atoms,
A1, B1, A2, B2, where A1 of the top layer lies above
B2 of the bottom layer. The dispersion is described with
a Slonczewski-Weiss-McClure tight-binding model param-
eterized by [56–58] parameters γ0 = 3.16 eV (minus Ai −
Bi hoppings), γ1 = 0.35 eV (A1 − B2 hopping), γ3 = 0.3 eV
(minus B1 − A2 hopping), γ4 = 0.14 eV (B1 − B2 and A1 −
A2 hoppings), !AiBi = 0.05 eV (sublattice energy differ-
ence EA1 − EB1 and EB2 − EA2 ), and top-bottom asymmetry
parameter ! = 1

2 (EA1 + EB1 − EA2 − EB2 ) that is induced by
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FIG. 5. Magnetic field dependence of the photovoltage
[UAB(B) − UAB(0)]. The data obtained for α = 45◦ are given
for different gate voltages increased from (a) U eff

g = 0.5 V to
(d) U eff

g = 20 V. Dashed lines show fits after Eq. (4). The values
of BCR1 (for transitions 2− → 3+ and 3− → 2+) and BCR3 (for
transitions 2− → 1) used for fits are calculated after Eqs. (2).
The values of BCR2 and Bcb

CR are calculated after Eq. (3) for
transitions between neighboring Landau levels in the conduction
band: 1 → 2+, 2+ → 3+, 4+ → 5+, and 5+ → 6+ in (a), (b),
(c), and (d), respectively. Vertical arrows indicate the cyclotron
resonance positions. The used transport broadening parameter was
γ = 1/τ = 1.4 ps−1 and the radiative decay parameters & are given
in Tab. I.

a vertical electric displacement field since the field of the
bottom gate is not fully screened by the bottom graphene
layer. Note that this parameter defines the gap. The resulting
four-band tight-binding model has been used to compute nu-
merically the spectrum of Landau levels and the parameter
! has been found from self-consistent Hartree approximation
that is formulated as [59–61]

! = 4πe2c0

ε

[
n2 − ε + 1

4
(n1 − n2)

]
,

where c0 = 0.335 nm is the interlayer separation, ε ≈ 2.7
accounts for electric polarizability of carbon orbitals in
graphene, and n1,2 (constrained as n = n1 + n2) are the den-
sity of electrons at graphene layers that can be found from the

125408-4

Рис. 4.9: Экспериментальные измерения краевого фотонапряжения в широком диапа-
зоне магнитных полей. Результаты получены в образцах на основе двуслойного графена
с затвором и приведены для линейно поляризованного излучения с α = 45◦ и различ-
ных значений напряжения на затворе в диапазоне от (a) U eff

g = 0.5В до (d) U eff
g = 20В.

Вертикальными линиями отмечены магнитные поля, соответствующие циклотронным
резонансам, см. пояснения в тексте. [A13]
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4.5 Генерация второй гармоники на краю двумер-
ного электронного газа

Нелинейный краевой транспорт электронов проявляется не только в возник-

новении электрического тока на нулевой частоте, но и на удвоенной частоте, т.е.

генерации второй гармоники. В этом разделе показано, что «раскачивание» дву-

мерных электронов переменным электрическим полем на частоте ω приводит к

возникновению электрического тока на частоте 2ω вблизи края структуры. Ни-

же представлена микроскопическая теория краевого тока на удвоенной частоте и

рассчитано излучение второй гармоники краевыми токами.

4.5.1 Излучение второй гармоники краевыми токами

Рассмотрим двумерный электронный газ, занимающий полуплоскость x ≥ 0

при z = 0, который возбуждается плоской электромагнитной волной с электриче-

ским полем Eω(t) = Eωe
−iωt +E∗

ωe
iωt, рис. 4.10. Как будет показано ниже, вблизи

края возникает электрический ток, осциллирующий на удвоенной частоте, с плот-

ностью j2ω(x, t) = j2ω(x)e
−2iωt + j∗2ω(x)e

2iωt. Направление краевого тока зависит от

поляризации падающего поля. Если электрическое поле поляризовано перпенди-

кулярно краю, Eω ⊥ y на рис. 4.10 (b), то ток j2ω также направлен перпендикуляр-

но краю. Электрическое поле, которое содержит и параллельную, и перпендику-

лярную краю составляющие, приводит к генерации тока j2ω вдоль края, рис. 4.10

(a).

В свою очередь, краевой ток излучает электромагнитные волны с частотой

2ω и векторным потенциалом A2ω(r, t) = A2ω(r)e
−2iωt +A∗

2ω(r)e
2iωt. Поле A2ω(r)

удовлетворяет волновому уравнению [260]

∆A2ω + k22ωA2ω = −4π

c
j2ω(x)δ(z) , (4.29)

где k2ω = 2ω/c – волновой вектор излучаемой волны и δ(z) – дельта-функция Ди-

рака. Потенциал A2ω не зависит от y вследствие трансляционной инвариантности

системы в этом направлении.
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Рис. 4.10: Генерация второй гармоники на краю двумерного электронного газа. Пада-
ющая электромагнитная волна с электрическим полем Eω, осциллирующем на частоте
ω, приводит к генерации электрического тока J2ω на удвоенной частоте в узкой полос-
ке вблизи края. В свою очередь, краевой ток J2ω излучает электромагнитную волну на
частоте 2ω с амплитудой электрического поля E2ω. (a) Падающее поле Eω с отличны-
ми от нуля x- и y-компонентами индуцирует ток вдоль края J2ω,y ∝ Eω,xEω,y, который
излучает волну с E2ω ∥ y. (b) В случае падающего поля Eω ∥ x краевой ток течёт пер-
пендикулярно краю, J2ω,x ∝ E2

ω,x, и поле излучаемой волны E2ω ⊥ y.

Решение уравнения (4.29) можно записать с помощью функции Грина двумер-

ного уравнения Гельмгольца:

A2ω(r) =
iπ

c

∫
j2ω(x

′)H
(1)
0

(
k2ω
√
(x− x′)2 + z2

)
dx′, (4.30)

где H
(1)
0 – функция Ханкеля первого рода. Вдали от края A2ω(r) имеет вид рас-

ходящейся цилиндрической волны, параметры которой можно найти, анализируя

асимптотику A2ω(r) при больших R =
√
x2 + z2. Асимптотика функции Ханке-

ля при больших значениях аргумента имеет вид H
(1)
0 (ξ) ≈

√
2/(πξ) exp(iξ − iπ/4).

Таким образом, в дальнем поле, т.е. при R ≫ 2π/k2ω, а также в рамках диполь-

ного приближения [260], k2ωl ≪ 2π, где l – ширина полоски с током1, потенциал

электромагнитного поля имеет вид

A2ω(r) =
i
√
2π

c
√
k2ωR

exp
[
i
(
k2ωR− π

4

)]
J2ω , (4.31)

1Отметим, что k2ωl ∼ σ0/c, поэтому пренебрежение эффектами запаздывания, использован-
ное ранее в (4.2), позволяет также использовать и дипольное приближение при выводе уравне-
ния (4.31).
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где

J2ω =

∫ +∞

0

j2ω(x)dx (4.32)

– интегральный краевой ток на частоте 2ω.

Магнитное и электрическое поле излучаемой волны связаны с векторным по-

тенциалом следующими соотношениями:

H2ω = ik2ω ×A2ω , E2ω = H2ω × k2ω

k2ω
, (4.33)

где k2ω = (x/R, 0, z/R)k2ω. Из них следует, что ток J2ω, протекающий вдоль края,

излучает электромагнитные волны с полем E2ω, параллельным краю, в то время

как ток, осциллирующий в направлении, перпендикулярном краю, излучает волны

с полем E2ω, лежащем в плоскости (x, z), рис. 4.10.

4.5.2 Кинетическое уравнение

Рассчитаем теперь интегральный краевой ток J2ω для внутризонного элек-

тронного транспорта. Для этого воспользуемся кинетическим уравнением (4.1) на

функцию распределения электронов f(p, x, t) в нулевом магнитном поле B = 0.

Поскольку внешнее поле монохроматично, мы можем искать функцию распре-

деления и электрическое поле E в виде следующих разложений

f(p, x, t) = f0 + [f1(p, x)e
−iωt + c.c.] + [f2(p, x)e

−2iωt + c.c.] ,

E(x, t) = [Eω(x)e
−iωt + c.c.] + [E2ω(x)e

−2iωt + c.c.] , (4.34)

где f1, Eω ∝ Eω и f2, E2ω ∝ E2
ω. Уравнения на поправки f1 и f2 имеют вид

−iωf1 + vx
∂f1
∂x

+ eEω · ∂f0
∂p

= Stf1 , (4.35)

−2iωf2 + vx
∂f2
∂x

+ eEω · ∂f1
∂p

+ eE2ω · ∂f0
∂p

= Stf2 , (4.36)

где

Enω,x(x) = Eω,xδn,1 +

+∞∫
0

2ρnω(x
′)dx′

x− x′
, (4.37)
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Enω,y = Eω,yδn,1, и ρnω(x) = eν
∑

p fn(p, x).

Плотность тока, осциллирующего на частоте 2ω, определяется поправкой f2 и

имеет вид

j2ω(x) = eν
∑
p

vf2(p, x) . (4.38)

Ниже мы решим уравнения (4.35)-(4.37) и найдём компоненты тока, параллельные

и перпендикулярные краю.

4.5.3 Ток вдоль края

Для расчёта компонент краевого тока будем использовать процедуру, анало-

гичную использованной выше для тока на нулевой частоте, см. раздел 4.2.1. Для

того чтобы рассчитать y-компоненту краевого тока, умножим уравнение (4.36)

на vy и просуммируем по p. После упрощений для электронов с параболическим

законом дисперсии получим

j2ω,y = − eντ1
1− 2iωτ1

(∑
p

vxvy
∂f2
∂x

− eEω,y

m∗

∑
p

f1

)
. (4.39)

Интегральный ток J2ω,y, который даётся уравнением (4.32), найдём, проинте-

грировав (4.39) по x. Используя соотношение
∑

p f1 = −(i/ω)
∑

p vx∂f1/∂x, которое

следует из уравнения (4.35), получим

J2ω,y = − eντ1
1− 2iωτ1

∑
p

vxvy [f2(p,+∞)− f2(p, 0)]

− ie2ντ1Eω,y

m∗ω(1− 2iωτ1)

∑
p

vx [f1(p,+∞)− f1(p, 0)] . (4.40)

Уравнение (4.40) имеет общий вид и не зависит от конкретного вида граничных

условий. Оно показывает, что ток на частоте 2ω возникает, если индуцированные

полем поправки к функции распределения отличаются в толще образца и на краю.

Для зеркального отражения электронов от края уравнение (4.40) после упро-

щений принимает вид [A16]

J2ω,y = − ieσ0τ1(1− 4iωτ2)

m∗ω(1− iωτ1)(1− 2iωτ1)(1− 2iωτ2)
Eω,xEω,y . (4.41)
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Ток J2ω,y пропорционален произведению Eω,xEω,y, так что он достигает максимума

для поля Eω, линейно поляризованного под углами ±π/4 к краю, и для циркуляр-

но поляризованного поля. Ток равен нулю, если поле Eω направлено вдоль или

перпендикулярно краю.

На рис. 4.11 представлена частотная зависимость тока J2ω,y, рассчитанного с

помощью (4.41) для линейно поляризованного падающего поля и двух различ-

ных отношений времён релаксации, τ2 = τ1 и τ2 ≪ τ1. Первый случай соответ-

ствует рассеянию электронов на короткодействующих примесях, а второй отвеча-

ет гидродинамическому режиму, когда вторая угловая гармоника функции рас-

пределения быстро релаксирует за счёт электрон-электронных столкновений. В

этом случае первый вклад в краевой ток в уравнении (4.40) исчезает. Из рисунка

видно, что J2ω,y слабо зависит от отношения τ2/τ1. Ток пропорционален ∝ 1/ω и

∝ 1/ω3 при низких и высоких частотах, соответственно. Оценка амплитуды тока

для n = 2×1011 см−2, m∗ = 0.067m0, что соответствует квантовым ямам на основе

GaAs, τ1 = 1 пс, ωτ1 = 1, и электрического поля Eω = 1 кВ/см, ориентированного

под углом 45◦ к краю, даёт J2ω,y ≈ 0.3× 10−5 A.

На рис. 4.12 показано пространственное распределение плотности тока j2ω,y(x)

вблизи края для различных значений ωτ1. Зависимости получены из уравне-

ния (4.39) для τ2 ≪ τ1, когда первым вкладом в уравнении можно пренебречь.

Второе же слагаемое найдено с помощью численного расчёта плотности заря-

да ρω(x) = eν
∑

p f1 в рамках приближения локального отклика (см. следую-

щий раздел). В этом приближении затухание краевого тока j2ω,y(x) в глубь об-

разца определяется длиной экранирования lscr = σ0/ω, так что профиль тока

сужается с ростом частоты. При больших значениях ωτ1 аргумент тока испы-

тывает пространственные осцилляции, т.е. токи j2ω,y в разных точках x сдвину-

ты по фазе и текут в противоположных направлениях в соседних областях. Эти

осцилляции вызваны возбуждением краевых плазмонов с волновыми векторами

q ∼ ω2/(2πnee
2) = ωτ1/(2πlscr) [256, 261].
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Рис. 4.11: Частотная зависимость тока на частоте 2ω, протекающего параллельно краю.
Штриховая линия соответствует короткодействующему рассеивающему потенциалу с
τ1 = τ2, сплошной линией изображены результаты в гидродинамическом режиме, ко-
гда τ2 ≪ τ1. На основном графике и на вставке показаны, соответственно, абсолютное
значение |J2ω,y| и аргумент arg(J2ω,y) комплексной амплитуды J2ω,y. Значения тока при-
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Рис. 4.12: Пространственное распределение плотности краевого тока j2ω,y(x), индуци-
рованного линейно поляризованным излучением с Eω,x = Eω,y. На основном графике и
на вставке показаны, соответственно, абсолютное значение |j2ω,y| и аргумент arg(j2ω,y)
комплексной амплитуды j2ω,y. Плотность тока рассчитана численно в рамках приближе-
ния локального отклика.
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4.5.4 Ток, перпендикулярный краю

Рассмотрим теперь x-компоненту краевого тока. Умножив уравнение (4.36) на

vx и суммируя по p, получим после упрощений

j2ω,x =
−eντ1

1− 2iωτ1

(∑
p

v2x
∂f2
∂x

− eEω,x
m∗

∑
p

f1

)
+ σ2ωE2ω,x , (4.42)

где σ2ω = σ0/(1 − 2iωτ1) – проводимость на удвоенной частоте. Интегрируя урав-

нение (4.42) по x, получим полный ток

J2ω,x = − eντ1
1− 2iωτ1

∑
p

v2x [f2(p,+∞)− f2(p, 0)]

− ie2ντ1Eω,x

m∗ω(1− 2iωτ1)

∑
p

vx[f1(p,+∞)− f1(p, 0)]

+
ie2ντ1

m∗ω(1− 2iωτ1)

∫
dEω,x
dx

∑
p

vxf1 dx+ σ2ω

∫
E2ω,x(x)dx . (4.43)

Сравнивая уравнения (4.40) и (4.43), заметим, что ток, перпендикулярный краю,

содержит два дополнительных вклада, которые не пропорциональны разности

функций распределения на краю и в толще образца. Вычисление этих вкладов

требует знания функций распределения f1 и f2 и электрического поля Ex во всей

полуплоскости x > 0. Эти величины можно найти численно из уравнений (4.35)-

(4.37), однако такая задача в общем случае является затруднительной, и поэтому

в дальнейшем мы ограничимся двумя предельными случаями.

Отметим, что из соображений симметрии краевой ток J2ω,x может быть про-

порционален как E2
ω,x, так и E2

ω,y. Однако анализ уравнений (4.42), (4.35) и (4.36)

показывает, что для зеркального отражения электронов от края ток содержит

только вклад, пропорциональный E2
ω,x. Этот результат справедлив также и для

приближения локального отклика, рассмотренного ниже.

Сильное экранирование: приближение локального отклика

Если двумерный слой окружен средой с не слишком большой диэлектрической

проницаемостью, то кулоновское взаимодействие является наиболее сильным в
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системе и, следовательно, дрейфовые токи, индуцированные локальными элек-

трическими полями, преобладают над диффузионными токами. В этом случае

разумно воспользоваться приближением локального отклика [256], в рамках ко-

торого слагаемые с пространственными градиентами в уравнениях для токов не

учитываются. В результате, уравнения для токов на частотах ω и 2ω принимают

следующий вид:

jω,x(x) = σωEω,x(x) (4.44)

и

j2ω,x(x) =
eτ1ρω(x)Eω,x(x)
m∗(1− 2iωτ1)

+ σ2ωE2ω,x(x) . (4.45)

Для того чтобы найти пространственное распределение плотности тока j2ω,x(x),

нужно самосогласованно решить уравнения (4.44) и (4.45) вместе с уравнения-

ми (4.37) для полей Enω,x(x) и уравнениями неразрывности −inωρnω + djnω,x/dx =

0. Отсутствие тока через границу учитывается с помощью граничных условий

jnω,x(0) = 0. Подробности такого численного расчёта приведены в статье [A16].

На рис. 4.13 приведены спектральные зависимости интегрального тока J2ω,x.

Сплошными линиями показаны результаты численного расчёта в рамках прибли-

жения локального отклика для линейно поляризованного поля Eω ∥ x. Зависи-

мость очень похожа на зависимость тока J2ω,y, показанную на рис. 4.11, при этом

фазовый сдвиг между компонентами J2ω,x и J2ω,y близок к нулю для линейно по-

ляризованного падающего излучения. На рис. 4.14 представлено пространствен-

ное распределение плотности краевого тока j2ω,x(x); разные кривые соответствуют

разным значениям ωτ1. Так же, как и ток вдоль края, ток j2ω,x спадает в толще

образца на масштабе, определяемом длиной экранирования lscr = σ0/ω. В отличие

от j2ω,y ток j2ω,x обнуляется при x = 0 в соответствии с граничными условиями.

Пренебрежимо слабое экранирование

Противоположный случай слабого экранирования реализуется, когда двумер-

ный слой окружён средой с большой диэлектрической проницаемостью, так что
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можно пренебречь электрическим полем, создаваемым зарядами в слое. В этом

случае электрическое поле E , действующее на электроны, совпадает с падающим

полем Eω, и последняя строчка в (4.43) обнуляется. Чтобы рассчитать оставшиеся

вклады в J2ω,x, нужно найти разницу между функциями распределения на краю

и в толще образца, решив уравнения (4.35) и (4.36) с Eω,x = Eω, Eω,y = 0, и E2ω = 0.

Сделаем это аналитически в пределе τ2 ≪ τ1, соответствующем гидродинамиче-

скому течению электронов, и ωτ2 ≪ 1. В этом режиме можно оставить только

первую и вторую угловые гармоники в функциях распределения f1 и f2.

Функции fn(p, x) (n = 1, 2) будем искать в виде fn(p, x) = an(p, x) + vxbn(p, x).

Отсутствие тока через край, тока на частоте 2ω и осцилляций заряда и энергии на

частоте ω в толще образца накладывают, соответственно, следующие ограничения:

bn(p, 0) = 0, b2(p,+∞) = 0 и a1(p,+∞) = 0. Решение уравнения (4.35) с такими

граничными условиями имеет вид

a1 = eλ−1
ω Eω,xf

′
0e

−λωx, b1 = −eτωEω,xf
′
0

(
1− e−λωx

)
, (4.46)

где

τω =
τ1

1− iωτ1
, λω = (1− i)

√
m∗ω

2ετω
. (4.47)

Уравнение (4.36) приводит к системе связанных дифференциальных уравнений

−2im∗ωa2 + ε
∂b2
∂x

= −eEω,x(b1ε)
′,

∂a2
∂x

+ (τ−1
1 − 2iω)b2 = −eEω,xa

′
1 . (4.48)

Решение системы имеет вид

a2 = A+Be−λωx + Cxe−λωx −De−λ2ωx/(λ2ωτ2ω) ,

b2 = D
(
e−λωx − e−λ2ωx

)
+ Fxe−λωx , (4.49)

где τ2ω и λ2ω даются формулой (4.47) с заменой ω → 2ω, а коэффициенты A, B,

C, D, F нужно искать из уравнений (4.48).
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Решив систему (4.48) и подставив решения в уравнение (4.43) для тока, полу-

чим окончательно [A16]:

J2ω,x = − ieσ0τ1E
2
ω,x

m∗ω(1− iωτ1)(1− 2iωτ1)
F (ω) , (4.50)

где

F (ω) =
3[8τ 2ω +

√
2τω

√
τ2ω(τ2ω − 6τω)]

4(τ2ω − 2τω)2
, (4.51)

и знак
√
τnω выбран так, что Re

√
τnω > 0. Частотные зависимости J2ω,x, рассчи-

танные по формуле (4.50), показаны на рис. 4.13 штриховыми линиями. Сравне-

ние штриховых и сплошных линий показывает, что токи, рассчитанные в режиме

сильного и пренебрежимо слабого экранирования, близки по величине.

Напомним, что уравнение (4.50) получено в гидродинамическом режиме, τ2 ≪
τ1, ω

−1. В рамках того же подхода ток вдоль края J2ω,y даётся формулой (4.41)

с τ2 = 0. Отношение J2ω,x/J2ω,y в этом случае определяется поляризацией па-

дающего поля и функцией F (ω). Абсолютное значение функции F (ω) лежит в

диапазоне 0.7 ÷ 0.8, а её аргумент близок к нулю во всём частотном диапазоне.

Из этого следует, что переменный ток J2ω линейно поляризован в случае линейно

поляризованного поля Eω.

4.6 Краткие итоги

В главе 4 получены следующие основные результаты:

• Показано, что освещение края двумерного электронного газа переменным

электрическим полем терагерцового диапазона приводит к генерации посто-

янного краевого тока. Этот ток протекает вблизи края в узкой полоске ши-

риной, определяемой длиной свободного пробега и длиной экранирования

падающего поля. Генерация краевого фототока вызвана двумя механизма-

ми. Первый из них связан с динамическим накоплением электрического за-

ряда вблизи края и его последующим продвижением вдоль края. Второй
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механизм обусловлен выстраиванием импульсов свободных носителей заря-

да при внутризонном поглощении высокочастотного электрического поля с

их последующим рассеянием на краю.

• Построена кинетическая теория краевого фототока, в том числе в присут-

ствии постоянного магнитного поля, перпендикулярного плоскости, в кото-

рой расположен двумерный электронный газ. Теоретические результаты ка-

чественно и количественно согласуются с экспериментальными данными по

краевым фототокам, полученными на образцах двуслойного графена в уни-

верситете г. Регенсбурга (Германия).

• Получены аналитические выражения для краевого фототока, справедливые

для произвольной энергетической дисперсии электронов и произвольного

рассеивающего потенциала. Показано, что величина и направление краевого

тока в значительной степени определяются механизмами электронного рас-

сеяния.

• Показано, что в достаточно сильных магнитных полях, когда циклотронная

частота близка к частоте падающего поля, краевой фототок усиливается ре-

зонансным образом. Рассчитана поляризационная зависимость и простран-

ственное распределение краевого тока в режиме циклотронного резонанса.

Предсказанный циклотронный резонанс в краевом токе впоследствие наблю-

дался экспериментально на образцах двуслойного графена в университете г.

Регенсбурга.

• Показано, что освещение края двумерного газа электромагнитным полем те-

рагерцового диапазона приводит к появлению тока на удвоенной частоте,

который протекает вблизи края. Краевой ток на удвоенной частоте имеет

компоненты как вдоль края, так и перпендикулярно ему; эти компоненты

излучают электромагнитные волны на частоте 2ω с различными поляриза-

циями. Развита теория краевого эффекта генерации второй гармоники, учи-
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тывающая экранировку падающего электрического поля двумерными элек-

тронами.
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Глава 5

Фотоиндуцированные эффекты
Холла и Фарадея в двумерном
электронном газе

5.1 Введение

В главах 2, 3 и 4 рассмотрены нелинейные транспортные и фотогальваниче-

ские эффекты, в которых фотоиндуцированный ток или поляризация среды квад-

ратичны по электромагнитному полю падающего излучения. Такие эффекты воз-

можны, если в структуре каким-либо образом нарушена пространственная инвер-

сия. В данной главе мы продолжим изучение нелинейного фотоотклика дираков-

ских систем, рассмотрев эффекты, пропорциональные третьей степени падающего

электромагнитного поля. В общем случае, такие эффекты можно отнести к классу

эффектов четырёхволнового смешения, когда в результате взаимодействия трёх

волн с разными частотами ω1, ω2 и ω3 возникает четвёртая волна с суммарной ча-

стотой и волновым вектором [262]. Феноменологически эффекты третьего порядка

при нормальном падении излучения описываются следующим соотношением [209]:

jα(t) =
∑
βγδ

σαβγδ(ω1, ω2, ω3)Eω1,βEω2,γEω3,δe
−i(ω1+ω2+ω3)t + c.c. , (5.1)

где σαβγδ – тензор обобщённой проводимости. В нелинейной оптике соотноше-

ние, аналогичное (5.1), обычно записывается для компонент вектора поляризации

P (t). В этом случае в роли коэффициентов выступают компоненты тензора вос-

151



приимчивости третьего порядка χαβγδ, связанного с тензором проводимости как

σαβγδ = −i(ω1 + ω2 + ω3)χαβγδ.

Уравнение (5.1) описывает широкий класс явлений, включающий изменение

проводимости под действием излучения (фотопроводимость), индуцированную

электрическим полем генерацию второй гармоники [233], генерацию третьей гар-

моники, когерентный фотогальванический эффект [263], оптически индуцирован-

ные эффекты Фарадея и Керра. Все эти эффекты не требуют отсутствия центра

инверсии, и следовательно, могут наблюдаться в однородных и изотропных дира-

ковских системах.

Среди разнообразных эффектов, описываемых уравнением (5.1), можно выде-

лить фотоиндуцированные эффекты Холла и Фарадея, которые будут рассмотре-

ны в данной главе. Фотоиндуцированным эффектом Холла (также, фотовольтаи-

ческим или циркулярным эффектом Холла) называют возникновение постоянного

электрического тока в направлении, перпендикулярном тянущему электрическо-

му полю, под действием циркулярно поляризованного излучения [264], рис. 5.1.

Таким образом, циркулярно поляризованное электромагнитное поле в этом слу-

чае играет роль постоянного магнитного поля, заворачивающего носители заряда

в традиционном эффекте Холла. В широком смысле, циркулярный эффект Холла

принадлежит к классу аномальных эффектов Холла, в которых генерация попе-

речного тока не связана с действием силы Лоренца на заряженные частицы [265].

В качестве других примеров аномального эффекта Холла можно привести эф-

фект Холла в ферромагнетиках, а также спиновый эффект Холла, приводящий

к генерации поперечных спиновых токов, и долинный эффект Холла, в резуль-

тате которого возникают поперечные токи противоположного знака в различных

долинах зоны Бриллюэна [266–268].

С точки зрения феноменологического соотношения (5.1) циркулярный эффект

Холла является проявлением фотоиндуцированной анизотропии статической про-

водимости, что соответствует случаю ω1 = −ω2 и ω3 = 0 (при этом считаем, что
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Рис. 5.1: Схематическое изображение фотоиндуцированного эффекта Холла. Циркуляр-
но поляризованное электрическое поле E(t) вызывает постоянный ток, перпендикуляр-
ный тянущему полю F . Поперечный ток течёт в противоположных направлениях для
(a) σ+ и (b) σ− поляризованного излучения.

E−ω = E∗
ω). Фотоиндуцированная анизотропия проводимости изучалась в трёх-

мерных кристаллах и тонких плёнках в ранних работах [269—272]. Было показа-

но, что при освещении трёхмерного кристалла, к которому приложено тянущее

электрическое поле, циркулярно или линейно поляризованной электромагнитной

волной, возникает постоянный поперечный ток. Направление этого тока контроли-

руется поляризацией падающей волны. Интерес к поперечной фотопроводимости

усилился в последнее время в связи с появлением двумерных кристаллов, таких

как графен и монослои дихалькогенидов переходных металлов. Циркулярный эф-

фект Холла и поперечная фотопроводимость, индуцированная линейно поляри-

зованным излучением, активно изучаются в двумерных дираковских материалах

как теоретически [264, 268, 273–277], так и экспериментально [266, 278–281].

Теория анизотропной фотопроводимости в двумерных системах развита для

высокочастотного излучения, которое вызывает межзонные оптические переходы

в режиме низкой интенсивности [268, 274, 275, 277] или приводит к формированию

«одетых» электрон-фотонных состояний (состояния Флоке) в режиме высоких ин-

тенсивностей [264, 275, 276, 282, 283]. С уменьшением частоты падающего излу-

чения межзонные переходы в легированных системах становятся запрещёнными,

и в игру вступают внутризонные переходы между состояниями свободных носи-

телей заряда. В этом случае холловский ток определяется кинетикой электронов

в присутствии переменного и статического электрических полей и рассеивающих

примесей. Такое кинетическое описание использовалась при моделировании попе-
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речного тока в графене методом Монте Карло [273], однако аналитическая теория

построена не была.

Циркулярно поляризованная накачка приводит также к повороту плоскости

поляризации линейно поляризованного пробного луча при его прохождении или

отражении от двумерной структуры, рис. 5.2. Такие фотоиндуцированные эф-

фекты Фарадея и Керра лежат в основе метода «накачка-зондирование», широко

используемого для изучения динамики спиновой и орбитальной намагниченно-

сти в объёмных и низкоразмерных кристаллических структурах [284–291]. Теория

фотоиндуцированных эффектов Фарадея и Керра хороша развита для межзон-

ных оптических переходов, приводящих к спиновой поляризации электронов или

дырок [289, 292–294]. Напротив, в режиме внутризонных переходов циркулярно

поляризованное излучение вызывает орбитальные токи носителей заряда, и соот-

ветственно, орбитальный, а не спиновый магнитный момент – эффект, известный

также как обратный эффект Фарадея [295–299]. Последовательная микроскопи-

ческая теория эффектов Фарадея и Керра, индуцированных орбитальными то-

ками в двумерном электронном газе, на данный момент отсутствует. Отметим,

что простейший механизм фарадеевского вращения, связанный с магнитным по-

лем орбитальных токов, не вносит существенного вклада в эффект, поскольку это

магнитное поле чрезвычайно мало.

В главе 5 диссертации развита микроскопическая теория фотоиндуцирован-

ных эффектов Холла и Фарадея в режиме внутризонного транспорта в двумерном

электронном газе. Эффекты связаны с появлением недиагональной компоненты

тензора статической и высокочастотной проводимости двумерных электронов, ли-

нейной по интенсивности поля накачки. Такая поправка к проводимости является

поляризационно зависимой – она возникает для циркулярно или линейно поля-

ризованной накачки и меняет свой знак при смене знака поляризации. В рамках

кинетической теории получены аналитические выражения для поперечной фото-

проводимости двумерных электронов, а также углов фарадеевского и керровского
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Рис. 5.2: Схематическое изображение индуцированных накачкой эффектов Фарадея и
Керра в двумерной системе. Циркулярно поляризованное электрическое поле накачки
приводит к повороту плоскости поляризации линейно поляризованного пробного пучка.
θF и θK – фарадеевский и керровский углы поворота, соответственно.

вращения и соответствующих эллиптичностей, применимые для широкого круга

дираковских материалов.

5.2 Кинетическая теория циркулярного эффекта
Холла

Рассмотрим двумерный электронный газ в присутствии переменного электри-

ческого поля накачки E(t) = Ee−iΩt+c.c. и тянущего статического электрического

поля F , лежащих в плоскости электронного газа. В дополнение к току j0 = σ0F ,

параллельному тянущему полю, совместное действие переменного и статического

полей приводит к возникновению постоянного тока в направлении, перпендику-

лярном F . Поперечный ток j ⊥ F появляется в случае циркулярно или линейно

поляризованного поля E(t) и меняет своё направление при смене знака поляриза-

ции, рис. 5.1.

В общем случае, постоянный ток в изотропном электронном газе с учётом по-
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правок третьего порядка, пропорциональных EE∗F , имеет вид [270]

j = σ0F + γ1|E|2F + γ2 [E
∗(E · F ) + c.c] + iγ3 [F × [E ×E∗]] , (5.2)

где γj – вещественные параметры. Это уравнение можно также записать в виде

jα = σ0Fα+
∑

β σ
(ph)
αβ Fβ, где σ(ph)

αβ ∝ EE∗ – тензор фотопроводимости cо следующи-

ми компонентами

σ(ph)
xx = [(γ1 + γ2) + γ2S1] |E|2 , σ(ph)

yy = [(γ1 + γ2)− γ2S1] |E|2 ,

σ(ph)
xy = (γ2S2 + γ3S3) |E|2 , σ(ph)

yx = (γ2S2 − γ3S3) |E|2 , (5.3)

и Sj – параметры Стокса накачки, см. (3.19).

Как следует из уравнения (5.3), параметр γ1 + γ2 описывает изменение изо-

тропной части тензора проводимости электронного газа под действием излучения

(в том числе, неполяризованного), в то время как γ2 и γ3 описывают анизотропию

проводимости, индуцированную линейно и циркулярно поляризованным излуче-

нием, соответственно. Поперечный ток j ⊥ F определяется анизотропной частью

фотопроводимости, он максимален для циркулярно поляризованного излучения

(S3 = ±1) и линейно поляризованного излучения с вектором E, направленным

под углом ±π/4 к тянущему полю, и исчезает, когда E ∥ F или E ⊥ F . Отметим,

что уравнение (5.2) без дополнительных параметров справедливо также для дву-

мерного газа в высоко симметричных двумерных кристаллах, таких как графен.

Ниже мы рассчитаем параметры γ2 и γ3 при внутризонных оптических перехо-

дах, соответствующих классическим частотам ℏΩ ≪ ε̄, где ε̄ – средняя энергия

электрона.

Для расчёта поперечного тока воспользуемся кинетическим уравнением Больц-

мана для электронной функции распределения f(p, t):

∂f

∂t
+ e [F +E(t)] · ∂f

∂p
= St f . (5.4)

Направим тянущее поле F по оси x, и будем рассчитывать компоненту тока jy =

σ
(ph)
yx F . Как и в главе 4, будем решать уравнение (5.4) по теории возмущений,
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раскладывая функцию распределения в ряд по амплитуде электрического поля

f(p, t) = f0 + f̄1(p) + [f̃1(p)e
−iΩt + c.c.] + f̄2(p) + [f̃2(p)e

−iΩt + c.c.] + f̄3(p) . (5.5)

В отсутствие электрического поля, распределение электронов равновесно и опи-

сывается функцией Ферми-Дирака f0. Поправки первого порядка f̄1 ∝ F и f̃1 ∝ E

определяют линейную проводимость Друде, ответственную за постоянный элек-

трической ток и ток, осциллирующий на частоте падающего поля. Поправки вто-

рого порядка имеют вид f̄2 ∝ EE∗ и f̃2 ∝ FE, в то время как интересующий нас

холловский ток определяется поправкой третьего порядка f̄3 ∝ FEE∗. Отметим,

что мы не рассматриваем поправки ∝ F 2 и ∝ E2, поскольку они не вносят вклад

в статическую фотопроводимость.

Для интеграла столкновений воспользуемся приближением времени релакса-

ции. Как и в разделе 4.3, релаксация первой и второй угловых гармоник функции

распределения описывается временами τ1 и τ2, определёнными следующим обра-

зом: τ−1
1 = −⟨vSt f⟩ / ⟨vf⟩ и τ−1

2 = −⟨vxvySt f⟩ / ⟨vxvyf⟩. В отличие от краевых

токов, однако, нулевая гармоника функции распределения также вносит вклад в

фотопроводимость. Для описания релаксации нулевой гармоники воспользуемся

интегралом столкновения вида:

St ⟨f⟩ = −⟨f⟩ − f0
τ0

, (5.6)

где τ0 – время энергетической релаксации, связанной, например, с рассеянием

на фононах. Далее рассматриваются достаточно низкие температуры, так что

τ1,2 ≪ τ0. Отметим, что нулевая гармоника функции распределения релаксирует

также за счёт электрон-электронных столкновений, однако, как показано в рабо-

те [A17], учёт такой релаксации количественно не меняет полученные ниже ответы

в пределе низких температур.

Поперечный ток даётся следующим выражением

jy = eν
∑
p

vyf̄3 , (5.7)
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где ν – фактор спинового и долинного вырождения. В случае двумерных элек-

тронов с параболической дисперсией энергии выражение для тока принимает

вид [A17]

jy = e2νF
∑
p

vxvyτ
′
1f̄2 +

e2ν

m∗

∑
p

(τ1ε)
′
(
E∗

y f̃2 + Eyf̃ ∗
2

)
+
e2ν

2

∑
p

[
2vxvyE

∗
xf̃2 − (v2x − v2y)E

∗
y f̃2 + c.c

]
τ ′1 . (5.8)

Холловский ток (5.8) содержит три вклада. Первый из них, пропорциональный

vxvyf̄2, связан с выстраиванием импульсов свободных носителей заряда при внут-

ризонном поглощении линейно поляризованного электрического поля (см. так-

же (4.9); аналогичный вклад для межзонных переходов рассмотрен в работе [274]).

В отсутствие тянущего поля (F = 0) распределение электронов и дырок, имеющее

форму «восьмёрки», чётно по импульсу p, и суммарный ток равен нулю. Тянущее

поле F ∥ x нарушает симметрию функции распределения относительно замены

py → −py и приводит, тем самым, к генерации постоянного поперечного тока jy.

Второе слагаемое в (5.8), содержащее (τ1ε)
′f̃2, связано с динамическим нагревом

и охлаждением электронного газа, вызванным совместным действием статическо-

го и переменного поля [269]. Поглощаемая/теряемая электронами мощность со-

держит осциллирующий на частоте Ω вклад, пропорциональный произведению

FEx(t). Таким образом, в течение одного периода средняя энергия электрона уве-

личивается или уменьшается в зависимости от знака FEx(t). В свою очередь, ком-

понента Ey приводит к дрейфу электронов вдоль y, а зависимость подвижности

электронов от энергии (которая, в общем случае, определяется энергетической

зависимостью эффективной массы и времени релаксации импульса) приводит к

тому, что токи в первом и втором полупериоде отличаются по абсолютной вели-

чине. Таким образом, возникает суммарный ток вдоль оси y. И наконец, третий

вклад в jy связан с динамическим выстраиванием импульсов носителей заряда

при совместном действии полей E(t) и F . Этот вклад отличен от нуля только для

циркулярно поляризованного излучения (S3 ̸= 0). Таким образом, циркулярный
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эффект Холла даётся вторым и третьим вкладами в уравнении (5.8), в то время

как первый и второй вклады приводят к поперечной фотопроводимости, индуци-

рованной линейно поляризованным излучением с отличным от нуля параметром

Стокса S2.

Подставляя в (5.8) поправки к функции распределения f̄2 и f̃2, которые удо-

влетворяют кинетическому уравнению (5.4), получим после упрощений оконча-

тельные выражения для параметров γ2 и γ3 в вырожденном электронном газе с

параболической дисперсией [A17]

γ2 =
σ0e

2

m∗ Re
{
(εF τ

′′
1 + 2τ ′1)αΩτ0Ω + (1− iΩτ1)

−1[2τ ′1τ2 + εF (τ
′
1τ2)

′]
}
,

γ3 =
σ0e

2

m∗ Im {(εF τ ′′1 + 2τ ′1)αΩτ0Ω − αΩ[2τ
′
1τ2Ω + εF (τ

′
1τ2Ω)

′]} . (5.9)

Здесь τjΩ = τj/(1 − iΩτj), αΩ = (2 − iΩτ1)/(1 − iΩτ1), Re и Im обозначают веще-

ственную и мнимую часть, соответственно, и все зависящие от энергии величины

взяты при ε = εF . Из формул (5.9) следует, что в электронном газе с параболи-

ческим спектром анизотропная фотопроводимость возникает только тогда, когда

времена релаксации τ1 и τ2 зависят от энергии. В частности, рассеяние на корот-

кодействующих примесях (τ1 и τ2 равны и не зависят от энергии) не вносит вклада

в фотопроводимость.

На рис. 5.3 приведены зависимости поперечной фотопроводимости, индуциро-

ванной линейно поляризованным излучением, σxy = γ2|E|2, и циркулярно поляри-

зованным излучением, σxy = γ3|E|2, в электронном газе с параболическим законом

дисперсии. Коэффициенты γ2,3 рассчитаны по формуле (5.9) с τ1 = 2τ2 ∝ ε, что со-

ответствует рассеянию на заряженных примесях. Параметры, использованные при

расчёте, приведены в подписи к рисунку и приблизительно соответствуют двуслой-

ному графену. При Ωτ0 ≲ 1 в фотопроводимости преобладает первый вклад в (5.9),

связанный с разогревным механизмом. Этот вклад даёт σxy/σ0 = ξ/(1+Ω2τ 20 ) для

линейной и σxy/σ0 = ξΩτ0/(1 + Ω2τ 20 ) для циркулярной фотопроводимости, где

безразмерный параметр ξ = 4e2|E|2τ1τ0/(m∗εF ) равен примерно 2.8 × 10−2 для

использованных параметров.
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С увеличением частоты при Ωτ0 ≫ 1 имеем τ0Ω = i/Ω, так что первый и вто-

рой вклады в (5.9) становятся сравнимыми. Как видно из рис. 5.3, конкуренция

этих вкладов приводит к смене знака σxy с ростом частоты. В промежуточной

области частот, Ωτ1 ∼ 1, фотопроводимость σxy/σ0 ∼ ξτ1/τ0, а при больших часто-

тах, Ωτ1 ≫ 1, фотопроводимость затухает ∝ 1/Ω2 для линейно поляризованного

излучения и ∝ 1/Ω3 для циркулярно поляризованного излучения.

(σ
xy

 / 
σ 0

) ×
10

2

0

1

2

3

Frequency (Ωτ1)
0 0.1 0.2

Ph
ot

oc
on

du
ct

iv
ity

 (σ
xy

 / 
σ 0

) ×
10

5

−2

0

2

4

Frequency (Ωτ1)
0 1 2 3 4 5

Рис. 5.3: Поперечная фотопроводимость двумерного электронного газа с параболическим
законом дисперсии, индуцированная линейно (синие линии) и циркулярно (красные ли-
нии) поляризованным излучением. На вставке показано поведение при низких частотах
Ωτ0 ≲ 1. Кривые построены по формуле (5.9) с τ1 = 2τ2 ∝ ε, что соответствует рассея-
нию на заряженных примесях. Другие параметры: I = 1 Вт/см2, τ1 = 1 пс, τ0 = 100τ1,
m∗ = 0.03 m0, εF = 50 мэВ, nΩ = 3.

Выражения, аналогичные (5.9), для произвольного закона дисперсии ε(p) име-

ют вид [A17]

γ2 = σ0e
2Re

{
αΩτ0Ω

[
τ1
m

+
mv2

2

(τ1
m

)′]′
+

m2v2

2(1− iΩτ1)

[
τ2
m

(τ1
m

)′]′
+

2τ2
1− iΩτ1

(τ1
m

)′}
,

γ3 = σ0e
2Im

{
αΩτ0Ω

[
τ1
m

+
mv2

2

(τ1
m

)′]′
− αΩm

2v2

2

[
τ2Ω
m

(τ1
m

)′]′
− 2αΩτ2Ω

(τ1
m

)′}
,

(5.10)

где эффективная масса теперь зависит от энергии, m(ε) = p/v, и v = ∂ε/∂p.

На рис. 5.4 приведены результаты расчёта поперечной фотопроводимости в

графене, полученные с помощью (5.10). Для линейного спектра v = v0, ε = v0p и
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m = ε/v20. При рассеянии на короткодействующих примесях времена релаксации

τ1 = 2τ2 ∝ ε−1, и уравнение (5.10) даёт

γ2 =
σ0e

2v20τ
2
1

2ε2F (1 + Ω2τ 21 )
, γ3 = − 12Ωτ1

4 + Ω2τ 21
γ2 . (5.11)

Отметим, что разогревный вклад исчезает в графене с короткодействующими при-

месями, и поэтому параметры γ2,3 в (5.11) не зависят от τ0. Однако добавление

заряженных примесей восстанавливает разогревный вклад и, тем самым, значи-

тельно увеличивает фотопроводимость при Ωτ0 ≲ 1. При этом рассеяние только

на заряженных примесях (τ1,2 ∝ ε) приводит к σxy = 0. Для того чтобы смодели-

ровать наличие в образце примесей обоих типов, выберем времена релаксации в

виде τ1,2 ∝ ε/(ε2+ε20), где ε0 – параметр. Такая зависимость от энергии учитывает,

что в пределах ε ≪ ε0 и ε ≫ ε0 основной вклад в рассеяние дают заряженные и

короткодействующие примеси, соответственно.
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Рис. 5.4: Поперечная фотопроводимость двумерного электронного газа с линейным за-
коном дисперсии, индуцированная линейно (синие линии) и циркулярно (красные ли-
нии) поляризованным излучением. На вставке показано поведение при низких частотах
Ωτ0 ≲ 1. Сплошные кривые построены по формулам (5.11) для короткодействующих
рассеивателей, τ1 = 2τ2 ∝ ε−1. Штриховые кривые рассчитаны по формулам (5.10) с
зависимостями τ1 = 2τ2 ∝ ε/(ε2+ε20), которые моделируют рассеяние на короткодейству-
ющих и заряженных примесях. Другие параметры: I = 1 Вт/см2, τ1 = 1 пс, τ0 = 100τ1,
εF = ε0 = 50 мэВ, v0 = 108 см/с, nΩ = 3.

Как показано выше, циркулярно поляризованное излучение приводит к дрей-

фу носителей заряда в направлении, перпендикулярном тянущему полю. В этом
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смысле действие циркулярно поляризованного излучения эквивалентно наличию

некоторого эффективного (или «синтетического») магнитного поля Bsyn ∥ z в

классическом эффекте Холла. Чтобы рассчитать величину этого поля, воспользу-

емся выражением для холловской проводимости σxy ≈ ωcτ1σ0, где ωc = eBsyn/m
∗c

– эффективная циклотронная частота. Результаты такого расчёта приведены на

рис. 5.5. Из них следует, что в частотной области Ωτ1 ∼ 1 величина синтетическо-

го магнитного поля в однослойном и двуслойном графене составляет ∼ 10 мТ на

1 кВт/см2 падающей интенсивности.
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Рис. 5.5: Синтетическое магнитное поле, которое наводится циркулярно поляризован-
ным излучением в однослойном графене с короткодействующими примесями (штриховые
линии) и двуслойном графене с заряженными примесями (сплошные линии). Парамет-
ры, использованные при расчёте, приведены в подписях к рис. 5.3 и 5.4, за исключением
интенсивности падающего излучения, которая здесь выбрана I = 1 кВт/см2.

Циркулярный эффект Холла, индуцированный излучением терагерцового диа-

пазона, наблюдался экспериментально в графене в работе [281]. Для циркуляр-

но поляризованного излучения с частотой f = 2 ТГц и интенсивностью I =

20 кВт/см2 измеренная величина поперечной фотопроводимости в графене с кон-

центрацией электронов n = 5 × 1011 см−2 составила σxy,exp ≈ c/850, где c – ско-

рость света. Измеренное значение подвижности при такой величине n равнялось

µ ≈ 1.2× 105 см2/Вс, что соответствует «темновой» проводимости σ0 ≈ c/3.5. Из-

меренные значения n и µ соответствуют εF ≈ 82 мэВ и τ1 ≈ 1 пс (Ωτ1 ≈ 12.5).
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Вычисление по формуле (5.11) с такими параметрами даёт σxy,th = γ3|E|2 ≈ c/620,

что хорошо согласуется с экспериментальным значением.

5.3 Фотоиндуцированные эффекты Фарадея и
Керра

5.3.1 Фарадеевское и керровское вращение в двумерном
проводящем слое

Рассмотрим двумерный электронный газ в плоскости z = 0, окружённый ди-

электриками с показателями преломления n1 при z < 0 и n2 при z > 0. На систему

падают нормально две электромагнитных волны – волна накачки с электрическим

полем EΩ(t) = EΩe
−iΩt + c.c и зондирующая волна с полем Eω(t) = Eωe

−iωt + c.c,

рис. 5.2. В отсутствие накачки, EΩ = 0, зондирующее поле создаёт электрический

ток двумерных электронов j(t) = jωe
−iωt+c.c, осциллирующий на частоте ω и па-

раллельный зондирующему полю Eω. Амплитуда тока связана с амплитудой поля

как jω = σEω, где σ = σ0/(1− iωτ1) – высокочастотная проводимость двумерного

электронного газа.

В присутствии накачки появляются поправки третьего порядка к току jω. Ана-

логично случаю ω = 0, см. (5.2), эти поправки описываются тремя (комплексными)

параметрами γωj:

jω = σEω + γω1|EΩ|2Eω + γω2 [E
∗
Ω(EΩ ·Eω) +EΩ(E

∗
Ω ·Eω)]+ iγω3 [Eω × [EΩ ×E∗

Ω]] .

(5.12)

Параметр γω1 описывает изменение изотропной части тензора проводимости за

счёт накачки, в то время как γω2 и γω3 приводят к появлению поперечного ос-

циллирующего тока в направлении, перпендикулярном Eω, индуцированного, со-

ответственно, линейно и циркулярно поляризованной накачкой. Далее мы бу-

дем рассматривать только циркулярно поляризованную накачку и, соответствен-

но, вклад, пропорциональный γω3. 1 В этом случае поперечный ток определя-
1Линейно поляризованная накачка приводит к линейному двулучепреломлению и дихроизму,
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ется недиагональной компонентой тензора (высокочастотной) фотопроводимости

σxy = −σyx = γω3|EΩ|2S3, где S3 – циркулярный параметр Стокса накачки.

Индуцированная накачкой поперечная проводимость σxy = −σyx приводит к

циркулярному двулучепреломлению и дихроизму, т.е. различным коэффициен-

там прохождения и поглощения для компонент зондирующего поля, поляризо-

ванных по правому и левому кругу. Линейно поляризованное зондирующее по-

ле можно представить в виде суперпозиции циркулярно поляризованных полей

E
(i)
ω,± = E

(i)
ω o±, где o± – циркулярно поляризованные орты, связанные с ортами

ex ∥ x и ey ∥ y как o± = (ex± iey)/
√
2. Амплитудные коэффициенты прохождения

и отражения компонент E
(i)
ω,± имеют вид [300]

t± =
t12

1 + α±
, r± =

r12 − α±

1 + α±
, (5.13)

где r12 = (n1−n2)/(n1+n2) и t12 = r12+1 – амплитудные коэффициенты отражения

и прохождения излучения, падающего на границу двух диэлектриков в отсутствие

слоя с двумерными электронами, α± = 2πσ±/(cn̄), σ± = σxx±iσxy, и n̄ = (n1+n2)/2.

Разница фаз и абсолютных величин коэффициентов прохождения t± приводит,

соответственно, к повороту плоскости линейной поляризации прошедшей зонди-

рующей волны и появлению в ней циркулярно поляризованной составляющей (эл-

липтичности). Рассмотрим далее накачку не слишком большой интенсивности,

так что анизотропная поправка к проводимости много меньше изотропной, т.е.

|σxy| ≪ |σxx|, и σxx ≈ σ. В этом случае разности t+ − t− и r+ − r+ много меньше

соответствующих сумм, и можно показать, что угол вращения θF и эллиптич-

ность ϵF прошедшей зондирующей волны даются следующим выражением [289,

301, 302]:

ϵF − iθF ≈ t+ − t−
t+ + t−

. (5.14)

Аналогично, угол вращения θK и эллиптичность ϵK отражённой зондирующей

которые проявляются в различных коэффициентах прохождения, отражения и поглощения для
зондирующего поля, поляризованного вдоль и поперёк полю накачки.
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волны можно представить в виде

ϵK − iθK ≈ r+ − r−
r+ + r−

. (5.15)

Подставив (5.13) в (5.14) и (5.15), получим

θF + iϵF ≈ 2πσxy
cn̄(1 + α)

, (5.16)

и

θK + iϵK ≈ 2πt12σxy
cn̄(1 + α)(r12 − α)

, (5.17)

где α = 2πσ/(cn̄). Отметим, что формула (5.17) неприменима, когда разни-

ца r12 − α близка к нулю, поскольку в этом случае не выполняется условие

|r+ − r−| ≪ |r+ + r−|. Будем далее считать, что параметр α мал, т.е. |α| ≪ 1. При

наличии достаточного контраста показателей преломления окружающих слой ди-

электриков выполнено также неравенство |α| ≪ |r12|. Тогда из уравнений (5.16)

и (5.17) следует, что отношение фарадеевского и керровского углов не зависит от

частоты, θK/θF = ϵK/ϵF ≈ t12/r12. В случае же, когда диэлектрический контраст

отсутствует, n1 = n2 = n̄, и r12 = 0, t12 = 1, частотные зависимости фарадеевского

и керровского углов различны, а именно θF ≈ 2πRe{σxy}/(cn̄), в то время как

θK ≈ −Re{σxy/σ}.
В типичном эксперименте «накачка-зондирование», см., например, [303], изме-

ряются фарадеевский и керровский сигналы, равные разностям интенсивностей

прошедшего и отражённого зондирующего луча в различных поляризациях, на-

пример, I(t)ω,x′ − I
(t)
ω,y′ и I

(t)
ω,σ+ − I

(t)
ω,σ− (при этом считается, что падающий луч поля-

ризован, например, по оси y, см. рис. 5.2). Здесь оси (x′, y′) повёрнуты на угол

π/4 по отношению к начальным осям (x, y), а σ± обозначают циркулярную поля-

ризацию по правому и левому кругу. Эти сигналы связаны с углами поворота и

эллиптичностью следующими соотношениями

I
(t)
ω,x′ − I

(t)
ω,y′ = 2θFTIω , I

(t)
ω,σ+ − I

(t)
ω,σ− = 2ϵFTIω , (5.18)

и

I
(r)
ω,x′ − I

(r)
ω,y′ = 2θKRIω , I

(r)
ω,σ+ − I

(r)
ω,σ− = 2ϵKRIω , (5.19)
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где

T =
n2|t̄|2
n1

, R = |r̄|2 , (5.20)

t̄ = (t+ + t−)/2, r̄ = (r+ + r−)/2, и Iω – интенсивность падающего зондирующего

поля. Диэлектрический контраст n1 ̸= n2 играет важную роль в экспериментах

по керровскому вращению, поскольку в отсутствие контраста отражение проис-

ходит только от двумерного электронного газа и может быть мало, если |α| ≪ 1,

см. (5.13).

5.3.2 Результаты

Формулы (5.16) и (5.17) позволяют рассчитать углы вращения Фарадея и Кер-

ра зондирующего поля, а также соответствующие эллиптичности по заданной по-

перечной проводимости σxy двумерного электронного газа. Например, в присут-

ствии постоянного магнитного поля B ∥ z, холловская проводимость на частоте

ω даётся формулой (4.11). Для того чтобы рассчитать проводимость σxy(ω,Ω) на

частоте ω, индуцированную полем накачки, используем кинетический подход, из-

ложенный в разделе 5.2 для расчёта статической проводимости σxy(0,Ω). Опуская

промежуточные выкладки, получим [A18]

σxy(ω,Ω) = F (ω,Ω)− F (ω,−Ω) , (5.21)

где функция F (ω,Ω) имеет вид

F (par)(ω,Ω) = − iσe2|EΩ|2S3[2− i(ω + Ω)τ1]

2m∗(1− iΩτ1)

× [(εF τ
′′
1ω + 2τ ′1ω)τ0,ω+Ω − εF (τ

′
1ωτ2,ω+Ω)

′ − 2τ ′1ωτ2,ω+Ω] (5.22)

для параболического закона дисперсии, и

F (lin)(ω,Ω) = − iσe2v20|EΩ|2S3[2− i(ω + Ω)τ1]

4εF (1− iΩτ1)

×
[(
εF τ

′′
1ω + τ ′1ω − τ1ω

εF

)
τ0,ω+Ω − εF (τ

′
1ωτ2,ω+Ω)

′ − τ ′1ωτ2,ω+Ω + τ1ω

(
τ ′2,ω+Ω +

τ2,ω+Ω

εF

)]
(5.23)
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для линейного закона дисперсии двумерных электронов.

Отметим, что при ω = 0 фотопроводимость (5.21)–(5.23) совпадает с фотопро-

водимостью в статическом тянущем поле, см. выражения (5.9) и (5.10) для пара-

метра γ3, при этом нужно считать F = Eω + E∗
ω и ω → 0. Проводимость (5.22)

и (5.23) пропорциональна квадрату поля накачки |EΩ|2, действующего на дву-

мерные электроны, т.е. при z = 0. Величина |EΩ|2 связана с интенсивностью па-

дающего поля IΩ = cn1[E
(i)
Ω ]2/2π как |EΩ|2 = 2πT (Ω)IΩ/(cn2), где коэффициент

прохождения T даётся формулой (5.20).

Формулы (5.16), (5.17) и (5.21)–(5.23) можно использовать для расчёта фотоин-

дуцированных эффектов Фарадея и Керра в различных двумерных дираковских

материалах со свободными электронами или дырками. В качестве примера, рас-

смотрим две системы с параболическим и линейным спектром – однослойный и

двуслойный графен. Кроме того, проанализируем влияние диэлектрического кон-

траста (n2 − n1)/n̄ на углы поворота и эллиптичности.

Для начала, рассмотрим двумерный слой на подложке, выбрав показатели пре-

ломления n1 = 1 и n2 = 3. Для выбранных значений n1 и n2 из уравнений (5.16)

и (5.17) следует, что θK ≈ −θF и ϵK ≈ −ϵF , поэтому далее будем анализировать

только фарадеевское вращение и эллиптичность.

Параболический закон дисперсии. Двуслойный графен

На рис. 5.6 представлены результаты расчёта угла вращения Фарадея и соот-

ветствующей эллиптичности для электронов с параболическим спектром энергии

и параметров двуслойного графена. Расчёты выполнены для плотности электро-

нов ne = 1012 см−2 и времени релаксации импульса τ1(εF ) = 0.1 пс, что соответ-

ствует εF ≈ 39 мэВ и 2πσ0/(cn̄) ≈ 0.088. В рассмотренном частотном диапазоне

коэффициенты прохождения и отражения (5.20) лежат в диапазоне T = 0.63− 0.7

и R = 0.27− 0.29.

В зависимости угла вращения и эллиптичности от частоты ω зондирующего

поля наблюдаются резкие резонансы в области, где ω близка к частоте накачки Ω.
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Рис. 5.6: (a) Фотоиндуцированный фарадеевский угол вращения θF и (b) эллиптич-
ность ϵF двумерного электронного газа с параболическим законом дисперсии в случае
значительного диэлектрического контраста между окружающими средами. Три кривые
отвечают трём значениям частоты накачки: Ωτ1 = 0.1, 0.5, 1. Резкие резонансы наблюда-
ются при ω ≈ Ω. Кривые рассчитаны по формулам (5.16), (5.21) и (5.22) для следующих
параметров: τ1(εF ) = 0.1 пс, ne = 1012 см−2, τ0 = 5 пс, m∗ = 0.03m0, τ1 = 2τ2 ∝ ε (заря-
женные примеси), IΩ = 1 кВт/см2, n1 = 1, n2 = 3 и S3 = 1.

При Ωτ1 ≲ 1 и интенсивности накачки IΩ = 1 кВт/см2, фарадеевский угол вблизи

резонанса достигает θF ∼ 0.1◦, а эллиптичность ϵF ∼ 0.1 %, см. рис. 5.6. Отметим,

что для такой интенсивности, по-прежнему, |σxy| ≪ |σxx|, так что используемый

подход, основанный на теории возмущений по падающему полю, применим. Чтобы

изучить форму резонансной особенности, проанализируем фотопроводимость при

τ0 ≫ τ1 и Ωτ0 ≫ 1. В этом случае уравнения (5.21) и (5.22) в области ω ≈ Ω дают

σxy(ω) ≈
2iσ0e

2τ1τ0|EΩ|2S3

m∗εF [1− i(ω − Ω)τ0](1 + Ω2τ 21 )(1− iΩτ1)3
. (5.24)

Рассчитанная с помощью (5.24) частотная зависимость фарадеевского угла

вращения вблизи резонанса имеет вид

θF (ω) ≈
4πσ0
cn̄

e2τ1τ0|EΩ|2S3

m∗εF

Ωτ1(Ω
2τ 21 − 3) + (ω − Ω)τ0(3Ω

2τ 21 − 1)

(1 + Ω2τ 21 )
4[1 + (ω − Ω)2τ 20 ]

. (5.25)

Из уравнения (5.25) следует, что в зависимости от Ωτ1, форма резонанса варьи-

руется между чистой функцией Лоренца и функцией Лоренца, умноженной на

(ω − Ω), см. рис. 5.6 (a). Интересно отметить, что ширина резонанса определяет-
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ся длинным временем энергетической релаксации τ0, а не более коротким време-

нем релаксации импульса. Амплитуда резонанса даётся произведением 4πσ0/(cn̄)

и безразмерного параметра e2|EΩ|2τ1τ0/(m∗εF ), пропорционального интенсивности

накачки.

Отметим, что строго в резонансе при ω = Ω, развитая теория применима толь-

ко в случае, когда поля накачки и зондирования различны и некогерентны. Если

же вместо двух различных полей рассматривать одно эллиптически поляризован-

ное поле на частоте ω, то изложенная теория становится неприменимой. В этом

случае, нужно последовательно рассматривать отклик третьего порядка на моно-

хроматическое электрическое поле. В результате будет возникать эффект само-

индуцированного вращения электрического поля, когда падающее поле одновре-

менно индуцирует анизотропию проводимости двумерного слоя и вращается бла-

годаря этой анизотропии. Такое самоиндуцированное вращение в графене кратко

рассмотрено в работах [209, A18].

Линейный закон дисперсии. Однослойный графен

На рис. 5.7 представлены результаты расчёта угла вращения Фарадея и соот-

ветствующей эллиптичности для электронов с линейным спектром энергии и па-

раметров однослойного графена. Расчёты выполнены для плотности электронов

ne = 3 × 1011 см−2 и времени релаксации импульса τ1(εF ) = 0.1 пс, что соответ-

ствует εF ≈ 64 мэВ и 2πσ0/(cn̄) ≈ 0.071. В рассмотренном частотном диапазоне

коэффициенты прохождения и отражения (5.20) лежат в диапазоне T = 0.65−0.71

и R = 0.26− 0.28.

Как и для двумерных электронов с параболическим спектром, углы вращения

и эллиптичности имеют резонансные особенности при ω ≈ Ω. Фотопроводимость

σxy вблизи резонанса имеет вид

σxy(ω) ≈ − σ0e
2v20(3− iΩτ1)Ωτ

2
1 τ0|EΩ|2S3

2ε2F [1− i(ω − Ω)τ0](1 + Ω2τ 21 )(1− iΩτ1)3
, (5.26)
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Рис. 5.7: (a) Фотоиндуцированный фарадеевский угол вращения θF и (b) эллиптичность
ϵF двумерного электронного газа с линейным законом дисперсии в случае значительно-
го диэлектрического контраста между окружающими средами. Три кривые отвечают
трём значениям частоты накачки: Ωτ1 = 0.1, 0.5, 1. Резкие резонансы наблюдаются при
ω ≈ Ω. Кривые рассчитаны по формулам (5.16), (5.21) и (5.23) для следующих пара-
метров: τ1(εF ) = 0.1 пс, ne = 3 × 1011 см−2, τ0 = 5 пс, v0 = 108 см/с, τ1 = 2τ2 ∝ ε−1

(короткодействующие примеси), IΩ = 1 кВт/см2, n1 = 1, n2 = 3 и S3 = 1.

а угол фарадеевского вращения

θF (ω) ≈
πσ0
cn̄

e2v20τ1τ0|EΩ|2S3

ε2F

Ωτ1[Ω
4τ 41 + 6Ω2τ 21 − 3 + 8Ωτ1(ω − Ω)τ0]

(1 + Ω2τ 21 )
4[1 + (ω − Ω)2τ 20 ]

. (5.27)

Амплитуда резонанса определяется произведением πσ0/(cn̄) и безразмерного па-

раметра e2|EΩ|2τ1τ0/(m∗εF ) с эффективной массой m∗ = εF/v
2
0 (m∗ ≈ 0.01m0 в

расчёте).

Свободно подвешенный однослойный графен

В заключение, рассмотрим свободно подвешенный двумерный слой, задав ко-

эффициенты преломления n1 = n2 = 1. В этом случае r12 = 0, t12 = 1, и, как следу-

ет из (5.17), углы фарадеевского и керровского вращения имеют различные спек-

тральные зависимости. На рис. 5.8 представлены результаты расчёта для свободно

подвешенного однослойного графена. Значения углов вращения и эллиптичностей

для свободно подвешенного слоя больше, чем для слоя, лежащего на подложке, по

двум причинам. Во-первых, θF,K и ϵF,K пропорциональны 1/n̄, см. (5.16) и (5.17).

Во-вторых, поле накачки в двумерном слое, |EΩ|2 = 2πT (Ω)IΩ/(cn2), больше при

170



том же значении интенсивности накачки. Более того, в отсутствие диэлектрическо-

го контраста угол вращения и эллиптичность отраженного излучения значительно

превышают те же величины для прошедшего излучения, поскольку θF ∝ Re{σxy},
в то время как θK ∝ Re{σxy/α}, где |α| ≪ 1. Отметим однако, что измеряемые в

эксперименте абсолютные величины керровского вращения, см. (5.19), при этом

будут маленькими в виду малости коэффициента отражения R от свободно под-

вешенного слоя.

Рассчитанные углы поворота в однослойном и двуслойном графене лежат в

диапазоне ∼ 0.1◦ − 1◦ при интенсивности накачки 1 кВт/см2. Схожие значения

фарадеевского вращения θF ∼ 1◦ обнаружены в недавней экспериментальной ра-

боте [304] в массиве дисков из двуслойного графена при накачке и зондировании

полями терагерцового диапазона (f = 3.5 ТГц) в условиях плазмонного резонанса.
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Рис. 5.8: (a, b) Фотоиндуцированные фарадеевский и керровский углы вращения θF и θK
и (c, d) эллиптичности ϵF и ϵK двумерного электронного газа в свободно подвешенном
графене. Три кривые отвечают трём значениям частоты накачки: Ωτ1 = 0.1, 0.5, 1.
Резкие резонансы наблюдаются при ω ≈ Ω. Кривые рассчитаны по формулам (5.16),
(5.17) и (5.23) для следующих параметров: τ1(εF ) = 0.1 пс, ne = 3× 1011 см−2, τ0 = 5 пс,
v0 = 108 см/с, τ1 = 2τ2 ∝ ε−1 (короткодействующие примеси), IΩ = 1 кВт/см2, n1 = n2 =
1 и S3 = 1.
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5.4 Краткие итоги

В главе 5 получены следующие основные результаты:

• Построена кинетическая теория циркулярного эффекта Холла в двумерном

электронном газе. Показано, что возникающий в присутствии циркулярно

или линейно поляризованной накачки поперечный ток содержит два вклада.

Первый из них связан с оптическим выстраиванием импульсов носителей

заряда при внутризонном поглощении излучения, а второй – с динамиче-

ским нагревом и охлаждением электронного газа, вызванным совместным

действием статического и переменного поля.

• Получены аналитические выражения для статической поперечной фотопро-

водимости двумерного электронного газа, применимые для произвольного

закона энергетической дисперсии электронов и произвольной зависимости

времён релаксации от энергии. Рассчитаны спектральные зависимости попе-

речной фотопроводимости в системах с параболическим и линейным спек-

тром при рассеянии на короткодействующих и заряженных примесях. Уста-

новлено, что действие циркулярно поляризованного излучения с интенсив-

ностью 1 кВт/см2 на электроны в графене эквивалентно наличию эффектив-

ного («синтетического») магнитного поля Bsyn ∥ z в классическом эффекте

Холла величиной Bsyn ∼ 10 мТ.

• Построена теория фарадеевского и керровского вращения, индуцированных

орбитальными электрическими токами в двумерном электронном газе. Пока-

зано, что циркулярно поляризованное электрическое поле накачки приводит

к появлению поперечной (высокочастотной) проводимости двумерных элек-

тронов σxy(ω,Ω), которая пропорциональна интенсивности накачки и зави-

сит как от частоты зондирующего поля ω, так и от частоты поля накачки Ω.

Индуцированная накачкой анизотропия проводимости, в свою очередь, при-

водит к циркулярному двулучепреломлению и дихроизму для зондирующего
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поля.

• Получены аналитические выражения для σxy(ω,Ω) и углов фарадеевского

и керровского вращения для двумерных электронов с параболическим и ли-

нейным спектром и произвольного рассеивающего потенциала. Показано, что

при ω ≈ Ω углы поворота плоскости линейной поляризации зондирующего

поля резонансно усиливаются, достигая 0.1◦−1◦ на 1 кВт/см2 интенсивности

накачки в структурах на основе графена.
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Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты:

1. Построена теория тонкой структуры энергетического спектра двумерных

дираковских состояний в квантовых ямах HgTe/CdHgTe c произвольной

кристаллографической ориентацией вида (0lh), где l и h — индексы Мил-

лера. Показано, что спектр дираковских состояний в квантовых ямах

HgTe/CdHgTe вблизи топологического перехода в общем случае содержит

четыре вейлевские точки, положение которых определяется конкуренцией

объёмной, интерфейсной и структурной асимметрии квантовой ямы.

2. Предсказана сильная анизотропия эффекта Зеемана для краевых спираль-

ных состояний в двумерном топологическом изоляторе на основе квантовой

ямы HgTe/CdHgTe в магнитном поле, лежащем в плоскости ямы.

3. Показано, что благодаря отсутствию центра инверсии в квантовых ямах

HgTe/CdHgTe, прямые оптические переходы между спиральными состояния-

ми со спином «вверх» и «вниз» возникают не только в магнитном дипольном

приближении, но и в значительно более сильном электрическом дипольном

приближении.

4. Развита теория циркулярного фотогальванического эффекта, возникающе-

го за счёт прямых электрических дипольных переходов внутри спиральных

краевых каналов двумерных топологических изоляторов. Показано, что ин-

терференция электрических дипольных и магнитных дипольных оптических
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переходов внутри спирального краевого канала приводит к линейному эф-

фекту фотонного увлечения при нормальном падении излучения, а также к

циркулярному дихроизму.

5. Описаны экспериментальные данные по циркулярному краевому фото-

гальваническому эффекту, полученные в образцах с квантовыми ямами

HgTe/CdHgTe в фазе топологического изолятора. Показано, что наибольший

вклад в экспериментально наблюдаемый фототок связан с фотоионизацией

краевых каналов.

6. Предложен механизм генерации краевых фототоков в двумерных системах

в сильных магнитных полях, соответствующих режиму квантового эффекта

Холла. Появление тока вызвано непрямыми оптическими переходами в ки-

ральных краевых каналах. Построена теория такого кирального фотогальва-

нического эффекта, которая позволила объяснить характерные особенности

фототока, измеренного в графене, – смену направления тока при смене знака

магнитного поля и нечувствительность направления тока к типу носителей

заряда (электроны или дырки) в киральных каналах.

7. На основе сопоставления расчетов в методе функционала плотности, эмпи-

рической модели сильной связи и k·p-методе получены параметры 6-зонной

k·p-модели для атомарно тонких кристаллов MoS2, MoSe2, WS2 и WSe2. По-

лученные параметры хорошо описывают не только дисперсию электронных

зон, но и экспериментально наблюдаемые величины зеемановского расщеп-

ления экситонов и экситонных комплексов в этих кристаллах.

8. Разработана теория краевого фотогальванического эффекта, возникающего

при межзонных оптических переходах в двумерных дираковских материа-

лах. Показано, что краевой ток течёт в узкой полоске вблизи края шириной

порядка длины свободного пробега носителей заряда и имеет две состав-

ляющие – электронную и дырочную. Суммарный ток отличен от нуля при
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нарушении электрон-дырочной симметрии энергетического спектра или рас-

сеяния, а также в магнитном поле, направленном по нормали к слою.

9. Развита последовательная теория краевых фототоков при внутризонном

транспорте свободных носителей заряда в двумерных проводящих системах.

Исследованы механизмы генерации краевого тока и получены аналитиче-

ские выражения, справедливые для произвольной энергетической дисперсии

электронов и произвольного рассеивающего потенциала. Построенная тео-

рия качественно и количественно описывает экспериментальные данные по

краевым фототокам, полученные на образцах двуслойного графена.

10. Показано, что в достаточно сильных магнитных полях, когда циклотронная

частота близка к частоте возбуждающего излучения, краевой фототок уси-

ливается резонансным образом. Предсказанный циклотронный резонанс в

краевом токе впоследствии наблюдался экспериментально на образцах дву-

слойного графена в университете г. Регенсбурга.

11. Предсказан и теоретически исследован краевой эффект генерации второй

гармоники. Краевой ток на удвоенной частоте имеет компоненты как вдоль

края, так и перпендикулярно ему, которые излучают электромагнитные вол-

ны на частоте 2ω с различными поляризациями. Показано, что при ωτ > 1,

где τ – время релаксации импульса, пространственное распределение тока

содержит осцилляции, вызванные возбуждением краевых плазмонов.

12. Построена кинетическая теория фотоиндуцированных эффектов Холла и

Фарадея в двумерном электронном газе. Эффекты связаны с появлением

поперечной проводимости двумерных электронов σxy под действием цир-

кулярно поляризованного электрического поля накачки. Установлено, что

действие циркулярно поляризованного излучения терагерцового диапазона

с интенсивностью 1 кВт/см2 на электроны в графене эквивалентно наличию

эффективного («синтетического») магнитного поля величиной ∼ 10−100 мТ.
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Buhmann, L. W. Molenkamp, J. Maciejko, X.-L. Qi, S.-C. Zhang // Science. —
2009. — Vol. 325, no. 5938. — P. 294–297.

34. Transport in disordered two-dimensional topological insulators / G. M. Gusev,
Z. D. Kvon, O. A. Shegai, N. N. Mikhailov, S. A. Dvoretsky, J. C. Portal //
Phys. Rev. B. — 2011. — Vol. 84, issue 12. — P. 121302.

35. Magnetospectroscopy of two-dimensional HgTe-based topological insulators
around the critical thickness / M. Zholudev, F. Teppe, M. Orlita, C. Consejo, J.
Torres, N. Dyakonova, M. Czapkiewicz, J. Wróbel, G. Grabecki, N. Mikhailov,
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